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Problemas

Problema 1. ;Qué dibujo es la parte central
de la estrella que se muestra en la imagen 7
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Problema 2. Juan quiere insertar el digito 3 en algun lugar del ntimero
2014. ;Dénde se debe insertar el digito 3 si el quiere que su ntumero de
cinco digitos sea lo més pequeno posible?

Problema 3. ;Qué pareja de casas fueron hechas usando exactamente las
mismas piezas de forma triangular o rectangular?

Problema 4. Cuando Koko el Koala no duerme, come 50 gramos de hojas
por hora. Ayer, él durmié durante 20 horas. ;Cuantos gramos de hojas
comié ayer?
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Problema 5. Alicia tiene 10 nietos. Fernanda es la mayor. Un dia la abuela
se da cuenta que sus nietos tienen todos edades distintas. Si la suma de las
edades de sus nietos es 180, ;Cual es la edad minima que Fernanda puede
tener?

Problema 6. Maria realiza 6 restas y obtiene como resultados los nimeros
desde el 0 al 5. Ella une los puntos de menor a mayor, comenzando en el
punto con el resultado 0 y terminando en el punto con el resultado 5. ; Cuél
figura ella obtiene?
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Problema 7. Alan construydé menos castillos de arena que Martin pero
mas que Susana. Lucia contruyé mas castillos que Alan y que Martin.
Daniela construyo mas castillos que Martin y menos que Lucia. ;Quién de
ellos contruy6 mas castillos de arena?

64

Problema 8. Monica escribe niimeros en el
diagrama de manera que cada numero sea el
producto de los dos ntimeros de abajo. ;Qué 9 9
niumero deberia escribir en la celda gris?




(1) (2) Problema 9. Ana tiene cuatro piezas las
cuales se muestran en la imagen. Con esas
piezas ella puede cubrir completamente

solo una de las siguientes figuras. ;Cual

(3) (4) de las siguientes ella puede cubrir con to-
_ das sus piezas?

(A) (B) (©) (D) (E)

Problema 10. Bruno ha pintado flores en la ven-
tana de la tienda (mire la figura). ;Cémo se veran
estas flores desde el otro lado de la ventana?

(A) I (B) I (©) I (D) i (E) I

Problema 11. Habia algunos dulces en un frasco, Sara tomé la mitad
de los dulces, entonces Tomas tomod la mitad de los dulces restantes en el
frasco, después de eso, Clara tomé la mitad de los dulces que quedaban.
Al final, quedaron 6 dulces en el frasco. ;Cuantos dulces habia en el frasco
al comienzo?

Problema 12. ;Cual de las siguientes baldosas de- -.

be ser agregada en la imagen para que el area blanca 2'
sea tan grande como el area negra? H




4 CAPITULO 1. ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS
(A) (B) . (C) ; (D) m (E) i

Problema 13. Paula dispara flechas al objeti-
vo que se muestra en la figura. Cuando ella no
acierta al objetivo, obtiene cero puntos. Paula 30 50
dispara dos flechas y suma el puntaje de am-

bos disparos. ;Cudl de las siguientes sumas no

puede ser su puntaje? 70

(A)60  (B)70  (C)80  (D)90  (E)100

Problema 14. Maria tenia el mismo niimero
de fichas grises, negras y blancas. Ella utiliz6
algunas de estas fichas para hacer una pila. En
la figura, se pueden ver todas las fichas que
utilizo. Ella todavia tiene cinco fichas que no
estan en la pila. ;Cuantas fichas negras tenia
al principio?

Problema 15. A un conejo le gustan mucho las zanahorias y el repollo.
En un dia se puede comer o 9 zanahorias, o 2 repollos, o 4 zanahorias y 1
repollo. Durante una semana ha comido 30 zanahorias. ;Cuantos repollos
ha comido durante esta semana?

Problema 16. El sélido de la imagen
fue hecho pegando ocho cubos iguales
entre si. ;Cémo se ve desde arriba?




Problema 17. ;Cuantos puntos hay en esta imagen?
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Problema 18. ;En el planeta canguro cada canguro-ano tiene 20 canguro-
meses y cada canguro-mes tiene 6 canguro-semanas. ;Cudntas canguro-
semanas hay en un cuarto de canguro-anos?

Problema 19. Siete estudiantes (ninos y
ninas) estan de pie en circulo. No hay dos O

ninos de pie uno al lado del otro. No hay @ %
tres chicas de pie juntas una al lado de la
otra. ;Cual de éstas afirmaciones es cierta

respecto al nimero de chicas que se ubi-
caron en el circulo?

(A) Solo 3 es posible (B) 3y 4 es posible
(C) Solo 4 es posible (D) 4 y 5 es posible % @
(E) Solo 5 es posible
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Problema 20. Evelyn ordené cartas en linea como se muestra en la figura.
En cada movimiento a Evelyn se le permite intercambiar cualquier par de

cartas. ;Cudl es el menor nimero de movimientos que Evelyn tiene que
hacer para conseguir la palabra ALOCADOS?

o [H Pl d ] o] 4 &

Problema 21. Se realiza una secuencia de triangulos de diamantes. En la
figura se muestran las tres primeras etapas. En cada etapa se anade una

linea de diamantes. En las lineas inferiores los diamantes exteriores son de
color blanco. El resto de los diamantes en el triangulo son negros. ; Cuantos
diamantes negros tiene la figura en la etapa ntmero 67

3
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Problema 22. Un canguro compré juguetes y le entregd 150 canguro-
monedas al asistente de la tienda. Recibié 20 canguro-monedas de vuelta.
Luego cambié de opinién y cambié uno de los juguetes por otro. Le de-
volvieron 5 canguro-monedas. ;Con qué juguetes salié el canguro de la
tienda?

1 2
¢ ¢
RIS A




Problema 23. Escribe cada uno de los niimeros 0,
1,2, 3,4, 5,6 en los cuadrados para hacer la adicién +
correcta. ;Qué digito estara en el cuadrado gris?

Problema 24. ;Cudl es el mayor nimero de

cuadrados pequenos que pueden ser sombrea-

dos para que ningtun cuadrado de la forma:

Hecho de cuatro cuadrados sombreados pe-
quenos aparezca en la figura?

Problema 25. Nicol ha escrito cada uno de los
numeros del 1 al 9 en las celdas de la tabla 3 x 3.
Solo cuatro de estos ntimeros se pueden ver en 1 2
la figura. Nicol se ha dado cuenta de que para el

numero 5 la suma de los niimeros en las celdas
vecinas es igual a 13 (las celdas vecinas son
aquellas celdas que comparten lados). Se dio
cuenta que lo mismo se aplica para el ntimero 4 3
6. ;Qué nimero ha escrito Nicol en la celda
sombreada?

Problema 26. El barco MSC Fabiola tiene el récord de ser el mayor buque
contenedor en cruzar el canal de Panama. Lleva 12500 contenedores que
si se ubicaran de extremo a extremo alcanzarian una distancia de 75 km.
..Cudl es la longitud de un contenedor?

Problema 27. Si a, b y ¢ denotan las longitudes de las lineas de la imagen,
..Cuadl de las siguientes afirmaciones es correcta?
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(A)a<b<ec (Bla<e<b (C)b<a<ec (D)b<ec<a (E)c<b<a

4
Problema 28. ;Qué ntimero estd en el medio de 3y 5?

Problema 29. En el nimero 2014 el ultimo digito es mas grande que la
suma de los otros tres digitos. ;Cuantos anos atras fue la tultima vez que
ocurrié esto?

2a
Problema 30. La longitud de los lados

del hexagono regular grande es dos veces
la longitud de los lados del hexégono re-
gular pequeno. El hexdgono pequeno tiene
una superficie de 4 cm?. ;Cudl es el drea del
hexagono grande?

Problema 31. ;Cudl es la negacion de la siguiente declaracién ”Todo el
mundo resuelve més de 20 problemas”?

Problema 32. En un sistema de coordenadas Tom dibujé un cuadrado.
Una de sus diagonales se encuentra en el eje x. Las coordenadas de los dos
vértices que estdn en el eje x son (—1,0) y (5,0). ;Cudl de las siguientes
son las coordenadas de otro vértice del cuadrado?

Problema 33. En un pueblo, la razéon entre hombres adultos y mujeres
adultas es de 2 : 3 y la razén entre las mujeres y los ninos es de 8 : 1. ;Cual
es la razon entre los adultos (hombres y mujeres) y los ninos?

Problema 34. La rueda grande de es-
ta bicicleta tiene 4,2 metros de perime- s
tro. La rueda pequena tiene 0,9 metros de
perimetro. En un determinado momento,
las valvulas de las dos ruedas estdn en su
punto mas bajo. La bicicleta rueda hacia

la izquierda. ;Después de cuantos metros

estaran nuevamente las dos valvulas en su
punto mas bajo?
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Problema 35. Una abuela, su hija y su nieta pueden decir este ano (2014)
que la suma de sus edades es 100. ; En qué ano nacié la nieta si cada una
de las edades es una potencia de 27

Problema 36. Pablo puso algunos cua- PAARN
dros rectangulares en la pared. Por cada Pid N
foto puso un clavo en la pared 2,5 m por . s

encima del suelo y adjunté una larga ca-
dena de 2 m en las dos esquinas superio-
res. /Cudl de las siguientes fotos es la mas
cercana al suelo (formato: ancho en cm x

altura en cm)?

(A)60 x 40 (B) 120 x 50 (C) 120 x 90 (D)160 x 60 (E)160 x 100

Problema 37. Seis ninas comparten un departamento con dos banos que
utilizan todas las mananas a partir de las 7:00 en punto. Ellas usan el
bano una a la vez, y se sientan a desayunar juntas tan pronto como la
ultima chica ha terminado. Pasan 9,11, 13, 18,22 y 23 minutos en el bano
respectivamente. Estando bien organizadas, ;Qué es lo més temprano que

AN

pueden desayunar juntas?

Problema 38. En la siguiente figura hay un
octagono regular. El drea sombreada mide 3
cm?. Encontrar el drea del octdgono .

Problema 39. Una nueva especie de cocodrilo ha sido descubierta en
Africa. La longitud de la cola es de un tercio de toda su longitud. Su
cabeza es de 93 cm de largo y esta corresponde a la cuarta parte de la
longitud del cocodrilo sin su cola. ;Cuanto mide este cocodrilo en cm?
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Problema 40. En la imagen hay un dado especial.
Los nuimeros en las caras opuestas siempre suman
lo mismo. Los nimeros que no podemos ver en la
imagen son todos niimeros primos. ;Qué ntmero es

35

opuesto al 147

Problema 41. Ana ha caminado 8 kilémetros con una velocidad de 4km /h.
Ahora ella correrd algtin tiempo con una velocidad de 8 km/h. ;Cuénto

tiempo le queda por correr para que su velocidad promedio global sea de
5 km /h?

Problema 42. Un jugador de ajedrez jugd 40 partidos y acumulé 25 pun-
tos (una victoria cuenta como un punto, un empate cuenta como medio
punto, y una derrota cuenta como cero puntos). ;{Cudl es la diferencia
entre los partidos ganados y los partidos perdidos?

Problema 43. Las trillizas Javiera, Daniela y Luisa querian comprar som-
breros idénticos. Sin embargo, a Javiera le faltaba un tercio del precio, a
Daniela un cuarto y a Luisa un quinto. Cuando los sombreros estuvieron
$ 940 mads baratos, las hermanas juntaron sus ahorros y cada una de ellas
compr6 un sombrero. No les sobré ni un peso. ;Cudl era el precio de un
sombrero antes de que su precio disminuyera?

. s 1 25
Problema 44. Sean p, ¢, r nimeros enteros positivos y p + — 1~ 1o
q+ -
.,Cudl es el valor del producto pqr?

Problema 45. En la ecuacién N -U - (M + E + R+ O) = 33, cada letra
representa un digito diferente (0,1,2,...,9). ;Cudntas maneras diferentes
hay para elegir los valores de las letras?
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Problema 46. En la imagen que se mues-
tra, Karina quiere anadir algunos segmentos de
linea de tal manera que cada uno de los siete
puntos tenga el mismo nimero de conexiones a
los otros puntos. ;Cudl es el menor niimero de
segmentos de linea que Karina debe dibujar?

Problema 47. La imagen mues-
tra el mismo cubo desde dos pun-
tos de vista diferentes.

Estd construido a partir de 27
cubos pequenos, algunos de ellos
son de color negro y algunos son
blancos.

.,Cudl es el mayor nimero de cubos negros que podria haber?

Problema 48. En una isla, las ranas son siempre verdes o azules, cuando
el nimero de ranas verdes se redujo el 60 %, el nimero de ranas azules
aumenté el 60 %. Resulté que la nueva relacién de las ranas azules a las
ranas verdes es igual a la relacion anterior pero en el orden opuesto (ranas
verdes a las ranas azules). {En qué porcentaje se modificé el niimero total
de las ranas?

Problema 49. Tomas escribié varios niimeros enteros positivos distintos,
sin exceder de 100. Si el producto de estos niimeros no es divisible por 18.
A lo mas, jcuantos nimeros podria haber escrito?

Problema 50. Con cualquier trio de vértices de un cubo que no estan sobre
una misma cara formamos un triangulo. ;Cuantos triangulos se pueden
formar con esta condicién?
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Problema 51. En Ia
imagen, PT es tangen-
te a una circunferen-
cia C con centro O y
P B bisectriz del angulo
TPA. Calcula el angu-
lo TBP.

Problema 52. Considere el conjunto de todos los ntimeros de 7 digitos
que se pueden obtener utilizando, para cada numero, todos los digitos 1,
2, 3, ..., 7. Enumere los niimeros de la serie en orden creciente y divida la
lista exactamente en la mitad en dos partes de igual tamano. ;Cuadl es el
ultimo nimero de la primera mitad?

Problema 53. Sea ABC un tridngu-
lo tal que AB = 6 cm, AC = 8 cm
y BC = 10 cm y sea M el punto
medio de BC. AMDE es un cuadra-
do, y M D intersecta AC' en el punto
F'. Encontrar el area del cuadrilatero
AFDE en cm?.

Problema 54. Hay 2014 personas en una fila. Cada uno de ellos es un
mentiroso (que siempre miente) o un caballero (que siempre dice la verdad).
Cada persona dice “Hay mas mentirosos a mi izquierda que caballeros a
mi derecha”. ; Cuantos mentirosos hay en la fila?

Problema 55. Cada ano, el tercer jueves del mes de marzo aparece el
Trauco en Chiloé. ;Cudl es la fecha mas tardia en que puede aparecer el
Trauco algin ano?

(A) 14 de marzo (B) 15 de marzo (C) 20 de marzo
(D) 21 de marzo (E) 22 de marzo
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Problema 56. ;Cuantos cuadrilateros de
cualquier tamano se muestran en la figu-
ra?

Problema 57. ;Cual es el resultado de 2014 - 2014 + 2014 — 20147

D

Problema 58. El area del paralelo-
gramo ABCD es 10. Los puntos M
y N son puntos medios de los lados
AD y BC. ;Cudl es el area del cua-
drildtero M BN D? Ad B

M

Problema 59. El producto de dos ntiimeros es 36 y la suma es 37. ;Cual
es la diferencia positiva entre ellos?

Problema 60. Amanda tiene varios cuadrados de papel de area 4. Ella
los corta en cuadrados y en tridngulos rectangulos de la forma en que se
muestra en el primer diagrama. Luego toma algunas de las piezas y hace
un pajaro como se muestra en el segundo diagrama. ;Cudl es el area de
este pajaro?

Problema 61. Un estanque estaba lleno hasta su mitad, el abuelo Anacle-
to anadié 2 litros al estanque. Ahora el estanque esta lleno a tres cuartos
de su capacidad. ;Cudl es la capacidad del estanque?
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Problema 62. Jorge construyo el cuerpo
que se muestra a continuacion usando sie-
te unidades ctbicas. ; Cuantos cubos tiene
que agregar para hacer un cubo con aris-
tas de longitud 37

Problema 63. ;Cual de los siguientes calculos entrega el resultado mas
grande?

(A) 44 x 777 (B) 55 x 666 (C) 77 x 444 (D) 88 x 333 (E) 99 x 222

Problema 64. El collar de la imagen contiene perlas grises y perlas blan-
cas. Marcos saca una perla tras otra del collar. Siempre saca una perla de
uno de los extremos. Se detiene cuando ha quitado la quinta perla gris.
.Cual es el mayor niimero de perlas blancas que Marcos puede haber sa-
cado?

2 0, 000 T 00 ' 0 0 00 4

Problema 65. Juan tiene una leccién de piano dos veces en la semana y
Alejandra tiene una leccion de piano cada dos semanas. En un momento
determinado, Juan tiene 15 lecciones mas que Alejandra. ; Cuantas semanas
de lecciones lleva?

Problema 66. En el diagrama,
el drea de cada circulo es lem?.
El area comun a dos circulos su-
perpuestos es gcm?. ;Cudl es el
area de la region cubierta por los

cinco circulos?
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Problema 67. Cinco rectangulos iguales se
colocan dentro de un cuadrado de 24 cm de
lado, como se muestra en el diagrama. ;Cual
es el area de uno de los rectangulos resultantes?

Problema 68. El corazén y la flecha
estan en las posiciones mostradas en la fi-
gura. Al mismo tiempo, el corazén y la
flecha empiezan a moverse. La flecha se
mueve tres lugares hacia la derecha y el
corazén se mueve cuatro lugares hacia la
izquierda y luego se detiene. Siguen la mis-
ma rutina una y otra vez. ;Después de
cuantas veces repetida la rutina se encon-
trara el corazén y la flecha en el mismo

triangulo por primera vez?

Problema 69. La figura muestra el
triangulo ABC' en donde BH es una
altura y AD es bisectriz del dngulo
en A. El angulo obtuso entre BH y
AD es cuatro veces el angulo DAB.
. Cuadnto mide el angulo CAB?

Problema 70. Un rectangulo tiene lados de longitudes 6 cm y 11 cm. Se
selecciona uno de los lados largos y se dibujan las bisectrices de los angulos
en cada extremo de ese lado. Estas bisectrices dividen el otro lado largo en
tres partes. ;Cuales son las longitudes de estas secciones?
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Problema 71. El Capitan Sparrow y su tripulacion pirata desenterraron
varias monedas de oro. Ellos dividen las monedas entre si de manera que
cada persona recibe el mismo niimero de monedas. Si hubiera cuatro pi-
ratas menos en la tripulacién, entonces cada persona recibiria 10 monedas
mas. Sin embargo, si hubiera 50 monedas menos, cada persona recibiria 5
monedas menos. ;Cuantas monedas desenterraron?

Problema 72. El promedio de dos niimeros positivos es 30 % menos que
uno de ellos. j;En qué porcentaje es mayor este promedio que el otro nime-
ro?

Problema 73. Una pesa no estd funcionando correctamente. Si algo es
mas ligero que 1000 g, la pesa muestra el peso correcto. Sin embargo, si
algo es mas pesado o igual que 1000 g, la pesa puede mostrar cualquier
nimero por encima de 1000 g. Tenemos 5 pesos A, B, C, D, E cada uno
bajo los 1000 g. Cuando se pesan de dos en dos la pesa muestra lo siguiente:
B+ D =1200,C+ FE = 2100,B+ E =800,B+ C =900,A + E = 700.
.,Cudl de éstos es el que mas pesa?

Problema 74. Andrés escribe todos los digitos del
1 al 9 en las celdas de una tabla de 3 x 3, de ma-
nera que cada celda contiene un digito. El ya ha 1 3
escrito el 1,2,3 vy 4, como se muestra en la figura.
Dos ntmeros son considerados como vecinos si sus
celdas comparten un borde. Una vez introducidos "

todos los nimeros se da cuenta de que la suma de los 4

vecinos de 9 es 15. jCual es la suma de los vecinos
de 87

Problema 75. El cuadrilatero  p B
ABCD tiene angulos rectos en 5
los vértices A y D. Los nime- 10

ros muestran las areas de dos de

los triangulos. ; Cudl es el drea de
ABCD? D C
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Problema 76. Liz y Maria compiten en la resolucién de problemas. A
cada una de ellas se les da la misma lista de 100 problemas. La primera en
resolver cualquiera de estos problemas obtiene 4 puntos, mientras que la
segunda en resolverlo obtiene 1 punto. Liz resolvié 60 problemas, y Maria
también resolvio 60 problemas. Juntas, consiguieron 312 puntos. ; Cudntos
problemas fueron resueltos por ambas?

Problema 77. David viaja en su bicicleta desde Temuco a su parcela. El
debia llegar a las 15 : 00, pero gasté % del tiempo planeado cubriendo %
de la distancia. Después de eso, pedaledé més lentamente y llegd justo a
tiempo. ;Cudl es la razén entre la velocidad de la primera parte del viaje

y la velocidad de la segunda parte del viaje?

Problema 78. En grupo de 25 personas formado por caballeros, ninos
y damas, los caballeros siempre dicen la verdad, los ninos siempre mien-
ten, y de las damas algunas mienten y otras dicen la verdad. Cuando se
les pregunté: “;Es usted una dama?”’, 12 de ellos dijeron: “Si”. Cuando
se les pregunté: “;Es usted un nino?”, 8 de ellos dijeron: “Si”. ;Cuéntos
caballeros hay en el grupo?

Problema 79. Diferentes nimeros enteros positivos se escriben en el pi-
zarréon. Exactamente dos son divisibles por 2 y exactamente 13 de ellos
son divisibles por 13. Sea M el mas grande de estos numeros. ;Cual es el
menor valor posible de M?

Problema 80. En un estanque hay 16 ho-
jas de lirio de agua formando un patron de
4 por 4 como se muestra en la imagen. Una
rana se sienta en una hoja en una de las es-
quinas. A continuacion, salta de una hoja a
otra, ya sea horizontal o verticalmente. La
rana siempre salta por encima de al menos
una hoja y nunca cae en la misma hoja dos
veces. ;Cual es el mayor niimero de hojas
(incluyendo la hoja en la que se encuentra)
que la rana puede alcanzar?

®OO
OO0
QOO0
OOOC
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Problema 81. Una plaza de 5 X 5 esta he-
cha de 25 azulejos de 1 x 1, todos los azulejos
con el mismo patrén, tal como el azulejo que
se muestra en la figura. Se sabe que en la pla-

za siempre dos baldosas adyacentes tienen el
mismo color a lo largo del borde compartido.
El perimetro de la plaza se compone de seg-
mentos blancos (lados de tridngulos blancos) y

grises (lados de tridngulos grises) de longitud
1. ;Cual es el menor nimero posible de tales
segmentos grises de longitud 17

Problema 82. De un cubo de 5 x 5 x 5
formado por cubos pequenos de 1 x 1 x
1 se han sacado algunos cubos pequenos,
quedando el cuerpo que se muestra en la
figura. ;Cuantos cubos pequenos 1 x 1 x 1
se han sacado?

Problema 83. Hoy es el cumpleanos de Carla, Emilia y Liliana. La suma
de sus edades es 44. ;Cual sera la suma de sus edades, la préxima vez que
ésta vuelva a ser un numero de dos digitos iguales?

1
Problema 84. Si o’ = 3 ;,Cudl es el valor de a=3?.

Problema 85. Hay 48 pelotas colocadas en tres canastas de diferentes
tamanos. La canasta mas pequena junto con la més grande, contienen dos
veces el nimero de pelotas que contiene la canasta mediana. La canasta
mas pequena contiene la mitad de niimero de pelotas que tiene la canasta
del centro. ;Cuéantas pelotas hay en la canasta grande?



19

92014 __ 92013

Problema 86. Calcule el valor de 92013 — 92012

Problema 87. ;Cual de estas expresiones no contiene b+1 como un factor?

(A)2b+2 (B’ —1  (OW+b (D)—1-b (E)*+1

Problema 88. ;Cuéantas cifras tendra el resultado de la multiplicacion:
(222)5 _ (555)2?

Problema 89. Hector tiene una cuenta de correo electronico secreto que
solo cuatro de sus amigos conocen. Hoy recibié 8 emails a esa cuenta. ;Cual
de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(A)  Hector recibi6 dos correos electrénicos de cada amigo.

(B)  Hector no pudo haber recibido ocho correos electrénicos de un solo
amigo.

(C)  Hector recibié al menos un correo electrénico de cada amigo.

(D)  Hector recibié por lo menos dos correos electrénicos de uno de sus
amigos.

(E)  Hector recibié al menos dos correos electrénicos de 2 amigos dife-
rentes.

Problema 90. Dos cilindros idénticos se cortan a lo largo de las lineas
punteadas y se pegan entre si formando un cilindro més grande (ver figura).
.. Qué se puede decir sobre el volumen del cilindro grande en comparacién
con el volumen de un cilindro pequeno?
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Problema 91. En el niimero 2014 los digitos son diferentes y el ultimo
digito es mayor que la suma de los otros tres digitos ;Cuantos anos antes
de 2014 ocurrié esto por ultima vez?

Problema 92. El tamano de una caja rectangular es a X b X ¢, con a <
b < c¢. Si aumenta a 0 b 0 ¢ en un numero positivo dado, el volumen de la
caja también aumenta. ;En cudl de los siguientes casos el volumen de la
caja es mayor?

(A) Si aumenta solo a.

(B)
(C) Si aumenta solo c.

(D) El aumento de volumen es la misma en (A), (B), (C).
(E) Depende de los valores de a, b, c.

Si aumenta solo b.

Problema 93. En un partido de fitbol, el ganador recibe 3 puntos, el per-
dedor recibe 0 puntos, mientras que en el caso de un empate, cada equipo
obtiene 1 punto. Cuatro equipos, A, B, C, D, participan en un torneo de
fatbol. Cada equipo juega tres partidos. Al final del torneo el equipo A
obtiene 7 puntos y los equipos B y C', 4 puntos cada uno. ; Cuantos puntos
obtuvo el equipo D?

Problema 94. Los radios de dos circu-

los concéntricos estan en la razén 1 : 3. C
AC' es el diametro del circulo grande;

BC es una cuerda del circulo grande que

es tangente al circulo mds pequeno; y la  a

longitud de la cuerda AB es 12. Calcule

el radio del circulo grande.

Problema 95. ;Cuéntas tripletas (a, b, ¢) de enteros con @ > b > ¢ > 1

1
satisface que — + -+ — > 17
a b c
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Problema 96. a, b, c son niimeros no nulos, n es un nimero entero positivo.

Se sabe que los nimeros (—2)%*3. g212. p2n=1. 302 v (_3)2n+2. gintl,

b2 +5 . 374 tienen el mismo signo. ;Cudl de las siguientes alternativas es

siempre verdadera?

(A)a>0 (B)b>0 (C)e>0 (D) a <0 (E)b<0

Problema 97. Seis semanas son n! segundos. Calcule el valor de n.

Problema 98. Los vértices de un cubo €T
se enumeran de 1 a 8 de manera que el
resultado de la suma de los cuatro vérti-
ces de una cara es la misma para todas las

caras. Los nameros 1, 4 y 6 ya se encuen-

tran establecidos en algunos vértices como S

se muestra en la figura. ;Cual es el valor -

de x7 1 4

L
Problema 99. La linea L pasa por D 4
el vértice A de un rectangulo ABCD. C
La distancia del punto C' a L es 2,y ,
la distancia del punto B a L es 6. Si .
AB es el doble de BC', encontrar AB. ‘\\
A B

Problema 100. La funcién f(z) = ax+b satisface las igualdades f(f(f(1))) =
29y f(f(f(0))) = 2. ;Cudl es el valor de a?

Problema 101. Hay 10 diferentes enteros positivos, exactamente 5 de ellos
son divisibles por 5 y exactamente 7 de ellos son divisibles por 7. Sea M el
méas grande de estos 10 ntimeros. ;Cudl es valor minimo posible de M?
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S T R
Problema 102. PQRS es un rectangulo.
T es el punto medio RS. QT es perpendi-
cular a la diagonal PR. ;Cual es la razén
PQ : QR?
P Q

Problema 103. Hay 9 canguros, ellos son de color plata o de color oro.
Cuando 3 canguros se encuentran por casualidad, la probabilidad de que

: 2 .
ninguno de ellos sea color plata es 3 .. Cuéantos canguros son de color oro?

Problema 104. Un cuadrado se
ajusta perfectamente entre la linea
horizontal y dos circulos tangentes de

radio 1. ;Cudl es la longitud del lado
del cuadrado?

Problema 105. Tomaéas quiere escribir varios nimeros enteros positivos
distintos, ninguno de ellos mayor a 100. Por otra parte el producto de todos
estos nimeros no debe ser divisible por 54. ; Cudl es el maximo niimero de
enteros que logra escribir?

Problema 106. Dos poligonos regu-

lares de lado 1 tienen en comun el la-
do AB. Uno de ellos ABCD ... tiene

15 lados y el otro ABZY ... tiene n
lados. ;Qué valor de n hace que la
distancia C'Z sea igual a 17
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Problema 107. Las igualdades k = (2014 + m)» = 1024x + 1 son dadas
para enteros positivos k, m,n. ;Cuantos valores diferentes puede tomar la
cantidad m?

Problema 108. El diagrama muestra una — S
poligonal cuyos vértices son los puntos me- ‘\ AN
dios de las aristas de un cubo. Un &angulo “ S
interior de la poligonal estd definido de la o

forma habitual: el angulo entre los dos bor- AR

des se encuentran en un vértice. ;Cudl es la |V AR

suma de todos los angulos interiores de la \\ =»

-
-
-_

poligonal? ==

Problema 109. La funcién f : Z — Z satisface las condiciones f(4) = 6
va-f(z)=(x—3) f(x+1). ;Cudl es el valor de f(4)- f(7)- f(10)-...-
f(2011) - £(2014)7

Problema 110. En los bosques de una isla magica viven tres tipos de
animales: leones, lobos y cabras. Los lobos pueden comer cabras, y los
leones pueden comer lobos o cabras. Sin embargo, siendo esta una isla
magica, si un lobo se come una cabra, se convierte en leén. Si un leén
se come una cabra, se convierte en lobo. Si un leén se come un lobo, se
convierte en una cabra. Originalmente, habia 17 cabras, 55 lobos y 6 leones
en la isla. En algin momento quedara un cierto nimero de animales que
no podra comerse entre ellos. ;Cudl es el mayor nimero de animales que
puede quedar en la isla?
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Soluciones

Problema 1. ;Qué dibujo es la parte central
de la estrella que se muestra en la imagen 7

AYA 4aVva :V=
A) ¥aY ()%

Solucion

Debemos contar las puntas de la estrella, en este caso, la estrella tie-
ne 9 puntas, por lo tanto la parte central de la estrella se muestra en la
alternativa (D).

Problema 2. Juan quiere insertar el digito 3 en algtun lugar del ntimero
2014. ;Dénde se debe insertar el digito 3 si el quiere que su ntumero de
cinco digitos sea lo mas pequeno posible?

Solucion

Légicamente no es conveniente insertar el nimero 3 antes del 2014, pues
3 es mayor que 2. Del mismo modo no conviene insertar el nimero entre
el 2 y el 0, pues 3 es mayor que 0. Tampoco conviene insertar el niimero
entre el 0 y el 1, pues 3 es mayor que 1. Como 3 es menor que 4, entonces
debemos insertar el nimero entre el 1 y el 4.
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Problema 3. ;Qué pareja de casas fueron hechas usando exactamente las
mismas piezas de forma triangular o rectangular?

Descartamos la casa de la alternativa (C), pues es la tinica que tiene 2

E, las que se componen por 2 pares de ﬂ, ademas es la tinica que tiene

dos piezas de la forma D

Descartamos la alternativa (B) y (E) pues tienen 2 piezas tinicas que no
se repiten en las demés casas. Por lo tanto A y D fueron construidas con
las mismas piezas.

Problema 4. Cuando Koko el Koala no duerme, come 50 gramos de hojas
por hora. Ayer, él durmié durante 20 horas. ;Cuantos gramos de hojas
comié ayer?

Solucion

Como un dia tiene 24 horas, Koko durmi6 20 horas y se mantuvo des-
pierto 4 horas, como Koko come 50 gramos de hojas cuando no duerme,
en 4 horas comera 50 - 4 = 200 gramos de hojas.

Problema 5. Alicia tiene 10 nietos. Fernanda es la mayor. Un dia la abuela
se da cuenta que sus nietos tienen todos edades distintas. Si la suma de las
edades de sus nietos es 180, ;Cual es la edad minima que Fernanda puede
tener?

Solucion
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Si dividimos 180 en 10 obtenemos 18, es decir el promedio de las edades
de los nietos es 18, de este modo las edades de los nietos que minimizan la

edad de Fernanda seran 13,14, 15,16,17,19, 20, 21, 22, 23, por lo tanto la
edad minima de Fernanda sera de 23 anos.

Problema 6. Maria realiza 6 restas y obtiene como resultados los nimeros
desde el 0 al 5. Ella une los puntos de menor a mayor, comenzando en el
punto con el resultado 0 y terminando en el punto con el resultado 5. ; Cuél
figura ella obtiene?

2-2 6-5

86 e o118

(A) (B) (C) Z (D) e—=  (E) e—s

Restando se tiene:

2—2=0e o6—-5H=1
8—6=2e o]ll —8=3

13—-9=4e ol7—-12=5

Uniendo los puntos desde 0 a 5 se obtiene la figura (A).

Problema 7. Alan construyé menos castillos de arena que Martin pero
mas que Susana. Lucia contruyé mas castillos que Alan y que Martin.
Daniela construyé mas castillos que Martin y menos que Lucia. ;Quién de
ellos contruy6 mas castillos de arena?
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Podemos ordenar los datos en el siguiente esquema:

Susana Alan Martin
. . + -

L

LN

Alan Martin Lucia
- - -
1 L

L

Martin Daniela Lucia
+ + +

Concluyendo que Lucia fue la que construyé la mayor cantidad de cas-
tillos.

64

Problema 8. Monica escribe nimeros en el
diagrama de manera que cada numero sea el
producto de los dos nimeros de abajo. ;Qué 9 9
niumero deberia escribir en la celda gris?

Completamos el diagrama desde abajo hacia 64
arriba, claramente las dos casillas en blanco de
abajo deben ser completadas con numeros 2, 8 8
pues 1 -2 = 2. Luego en la siguiente fila la 2| 4

casilla vacia corresponde a un 4, pues 2-2 = 4, 2
finalmente se tiene que la casilla gris es 2-4 = 8 1121211

(1) (2) Problema 9. Ana tiene cuatro piezas las
cuales se muestran en la imagen. Con esas
piezas ella puede cubrir completamente

solo una de las siguientes figuras. ;Cual

(3) (4) de las siguientes ella puede cubrir con to-
_ das sus piezas?
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(A) (B) (©) (D) (E)
Notemos que en (A), la pieza (4) tiene solo una posicién, descartamos
todas las otras posturas pues necesitariamos dos piezas (4), ubicamos la
pieza (4) inmediatamente debajo de la pieza (3), quedando obligados a
colocar debajo de la pieza (4) la pieza (1), siendo imposible completar la
figura con la pieza (2). En (B) tenemos dos posiciones para la pieza (4)
una horizontal y una vértical, cualquiera de las dos posiciones nos impide
seguir colocando piezas. En (D) es imposible rellenar con alguna de las

piezas las tres casillas que estdan abajo. (E) no se puede ubicar la pieza (4),
por lo que descartamos esta alternativa.

e i
= aa

il
=3

Luego solamente se pueden poner todas las piezas en la figura (C), como

se muestra a continuacion:
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Problema 10. Bruno ha pintado flores en la ven-
tana de la tienda (mire la figura). ;Como se veran
estas flores desde el otro lado de la ventana?

(A) (B) (©) (D) (E)

Desde el otro lado de la ventana, la flor que esta a la izquierda se verd
a la derecha, y la flor que estd a la derecha se verd a la izquierda, esto es
equivalente a rotar la figura en 180° en torno de la flor central, por lo que
que el ramo se vera como muestra la alternativa (E).

Problema 11. Habia algunos dulces en un frasco, Sara tomo la mitad
de los dulces, entonces Tomas tomod la mitad de los dulces restantes en el
frasco, después de eso, Clara tomé la mitad de los dulces que quedaban.
Al final, quedaron 6 dulces en el frasco. ;Cuantos dulces habia en el frasco
al comienzo?

Como quedaron 6 dulces, cuando Clara fue a sacar dulces, habia el doble
de estos, es decir 6 - 2 = 12. Cuando Tomas fue a sacar dulces, habia el
doble de 12, es decir 12 - 2 = 24. Cuando Sara fue a sacar dulces, habia el
doble de 24, es decir 24 - 2 = 48. Por lo tanto al comienzo habia 48 dulces
en el frasco.

De otro modo, supongamos que x es el numero de dulces que habia en
el frasco, pudiendo expresar el problema con la siguiente ecuacion:

r 1 1
B — =4
555 6=z 8



Problema 12. ;Cual de las siguientes baldosas de- -.

be ser agregada en la imagen para que el area blanca 2'

31

sea tan grande como el area negra? H

?

(A) (B). (C); (D)m (E)i

Las dos primeras filas son equivalentes pues en ellas hay 2 baldosas
blancas, 2 baldosas negras y 2 baldosas con mitad blanca y mitad negra,
de modo que analizamos la ultima fila, en la cual debemos agregar una
baldosa completamente negra para compensar la baldosa blanca. Luego

agregamos la baldosa (B).

Problema 13. Paula dispara flechas al objeti-
vo que se muestra en la figura. Cuando ella no

acierta al objetivo, obtiene cero puntos. Paula 30 50

dispara dos flechas y suma el puntaje de am-
bos disparos. ;Cual de las siguientes sumas no
puede ser su puntaje? 70

(A)60  (B)70  (C)80  (D)90  (E)100

Solucion

Observemos que:

= 60 = 30+ 30 m 80 =50+ 30

» 70=70+0 » 100 = 50450 = 70 + 30

90 no se puede escribir como suma de dos de los nimeros dados con y

sin repetir, luego, Paula no pudo haber obtenido 90 puntos.
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Problema 14. Maria tenia el mismo nimero
de fichas grises, negras y blancas. Ella utilizé
algunas de estas fichas para hacer una pila. En
la figura, se pueden ver todas las fichas que
utilizo. Ella todavia tiene cinco fichas que no
estan en la pila. ;Cuantas fichas negras tenia
al principio?

Solucion

Como muestra la figura, Maria ha utilizado 5 fichas negras, 4 fichas
blancas y 4 fichas grises, se tiene que 5 + 4 + 4 = 13 fichas. Ademss,
Maria aun tiene 5 fichas en la mano, por lo que podemos concluir que
originalmente tenia 18 fichas y como tiene el mismo nimero de fichas de
cada color, se concluye que originalmente tenia 6 fichas negras.

Problema 15. A un conejo le gustan mucho las zanahorias y el repollo.
En un dia se puede comer o 9 zanahorias, o 2 repollos, o 4 zanahorias y 1
repollo. Durante una semana ha comido 30 zanahorias. ; Cuantos repollos
ha comido durante esta semana?

Observemos que el canguro no puede haber comido 4 zanahorias y un
repollo todos los dias, pues en 7 dias comeria 4 -7 = 28 zanahorias, ademas
30 no es multiplo de 4, luego, el conejo comié 9 zanahorias por lo menos
en uno de los 7 dias. Si el conejo comi6 9 zanahorias solo en uno de los 7
dias, en los otros 6 dias deberia haber comido 30 —9 = 21 zanahorias, pero
21 no es multiplo de 4. Si el conejo comié 9 zanahorias en 2 de los 7 dias,
en los otros 5 dias deberia haber comido 30 — 18 = 12 zanahorias, es decir
en 3 de los otros 5 dias comio 4 zanahorias y 1 repollo, y en los 2 restantes
comi6 2 repollos.

De este modo el conejo comié 7 repollos.
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Problema 16. El sélido de la imagen
fue hecho pegando ocho cubos iguales
entre si. ;Cémo se ve desde arriba?

Desde arriba se ve la figura (C), que corresponde a las caras més ilumi-
nadas del sélido.

Problema 17. ;Cuédntos puntos hay en esta imagen?
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En la figura se observan 4 filas con 8 cuadrados cada una, donde cada
cuadrado tiene 5 puntos, supongamos que estas 4 filas se superponen sobre
las tres filas con 7 cuadrados cada una, donde cada cuadrado tiene 1 punto.
De este modo, las 4 filas de 8 cuadrados cada una tienen 4 - 8 - 5 = 160
puntos, y las 3 filas de 7 cuadrados tienen 3 - 7 -1 = 21 puntos cada una.
Finalmente la figura tiene 160 + 21 = 181 puntos.

Problema 18. ;En el planeta canguro cada canguro-ano tiene 20 canguro-
meses y cada canguro-mes tiene 6 canguro-semanas. ;Cuantas canguro-
semanas hay en un cuarto de canguro-anos?

Solucion

Un cuarto de canguro-anos corresponden a i - 20 = 5 canguro-meses,
como cada canguro-mes tiene 6 canguro-semanas, 5 canguro-meses tienen
6 - 5 = 30 semanas.

Problema 19. Siete estudiantes (ninos y

ninas) estan de pie en circulo. No hay dos O

ninos de pie uno al lado del otro. No hay @ %
tres chicas de pie juntas una al lado de la

otra. ;Cual de éstas afirmaciones es cierta

respecto al nimero de chicas que se ubi- @ g

caron en el circulo?

(A) Solo 3 es posible (B) 3y 4 es posible
(C) Solo 4 es posible (D) 4 y 5 es posible % @
(E) Solo 5 es posible

Solucion

No es posible que en el circulo haya 3 ninas, pues de los 4 ninos quedarian
2 juntos. No es posible que en el circulo haya 5 ninas, pues quedarian 3
ninas juntas. Solo es posible que haya 4 ninas y 3 ninos, de modo que en
los 6 primeros lugares se intercalen ninos y ninas, y en el séptimo lugar se
agregue una nina (nino, nina, nifio, nina, nino, nina, nina).
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Problema 20. Evelyn orden6 cartas en linea como se muestra en la figura.
En cada movimiento a Evelyn se le permite intercambiar cualquier par de

cartas. ;Cudl es el menor niimero de movimientos que Evelyn tiene que
hacer para conseguir la palabra ALOCADOS?

o [= Pl d & o] o 4

Solucion

Como tenemos 8 letras, claramente con 8 movimientos logramos escribir
la palabra ALOCADOS, pero como se trata de encontrar el menor ntimero
de movimientos, debemos buscar algin movimiento que deje inmediata-
mente 2 letras en su lugar. De este modo es conveniente intercambiar las
letras en la quinta y octava posicion:

o ] [l le] [ [of |4 ]

Luego, por la misma razén, nos conviene intercambiar las letras que
estan en la primera y séptima posicion:

4 1 [l o] [ [o [d ]

Finalmente, intercambiamos las letras ubicadas en la tercera y sexta

4 1 [l o] [ [o [d ]

Por lo tanto, 3 es el menor niimero de movimientos.

posicién:

Problema 21. Se realiza una secuencia de triangulos de diamantes. En la
figura se muestran las tres primeras etapas. En cada etapa se anade una
linea de diamantes. En las lineas inferiores los diamantes exteriores son de
color blanco. El resto de los diamantes en el triangulo son negros. ; Cuantos
diamantes negros tiene la figura en la etapa ntimero 67
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3

1 2
¢ ¢
RIS A Q’O‘O

o

Notemos que en la primera figura se tienen 1 + 2 = 3 diamantes, en la
segunda figura se tienen 1 + 2 + 3 = 6 diamantes y en la tercera figura se
tienen 1+ 2+ 3+ 4 = 10 diamantes, de modo que en la etapa niimero 6 se
tienen 14+2+4+3+4+5+ 6+ 7 = 28 diamantes, como siempre se tienen dos
diamantes blancos en las esquinas, en la etapa 6 hay 26 diamantes negros.

Problema 22. Un canguro compré juguetes y le entregd 150 canguro-
monedas al asistente de la tienda. Recibié 20 canguro-monedas de vuelta.
Luego cambié de opinién y cambié uno de los juguetes por otro. Le de-
volvieron 5 canguro-monedas. ;Con qué juguetes salié el canguro de la
tienda?

Inicialmente el canguro entregé 150 canguro-monedas al asistente de la
tienda y recibié 20 canguro-monedas de vuelta, por lo que inicialmente
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gasto 130 canguro-monedas, como para comprar tres o mas juguetes se
necesitan mas de 130 canguro-monedas, el canguro debe haber comprado
dos juguetes, el carruaje y el tren, que son los tnicos dos juguetes que
suman 130 canguro-monedas. Como luego cambié uno de estos juguetes
y le devolvieron 5 canguro-monedas, el canguro necesariamente cambio el
tren por el avion.

Problema 23. Escribe cada uno de los niimeros 0,
1,2,3,4,5, 6 en los cuadrados para hacer la adicién +
correcta. ;Qué digito estara en el cuadrado gris?

Denotemos cada una de las casillas con letras desde la A hasta la B.

Notemos que la suma de 2 nimeros de 2 digitos es
A I B | a lo mas 99+ 99 = 198, dado que el resultado es un

numero de 3 digitos entonces £ = 1. Como F = 1,
+ CI DI A4+ C debeser4+6=1005+6 =11, peroel 5
y el 6 se descartan pues [’ seria igual a 1, el cual

Ell F I . ya ocupamos, luego ocupamos el 4 y el 6 en estas
casillas, con lo que F' = 0.

4 I B I Finalmente nos queda por ubicar 2,3 y 5, y como

243 =05, G =05, con lo que tenemos:
+ [5][p] Lo
+ 6 3
1 0 5
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Problema 24. ;Cudl es el mayor nimero de
cuadrados pequenos que pueden ser sombrea-
dos para que ningin cuadrado de la forma:

Hecho de cuatro cuadrados sombreados pe-

quenos aparezca en la figura?

Solucion

Como se trata de pintar la mayor cantidad de

cuadrados posibles, y no queremos cuadrados
de 2 x 2, pintamos los bordes como se muestra
en la figura, pues en los bordes nunca tendre-
mos cuadrados de 2 x 2. Ademas si pintamos
el cuadrado del centro atin se cumple la condi-
cion, por lo que podemos pintar 21 cuadrados
pequenos.

Problema 25. Nicol ha escrito cada uno de los
numeros del 1 al 9 en las celdas de la tabla 3 x 3.
Solo cuatro de estos niimeros se pueden ver en 1 2
la figura. Nicol se ha dado cuenta de que para el
nimero 5 la suma de los niimeros en las celdas
vecinas es igual a 13 (las celdas vecinas son
aquellas celdas que comparten lados). Se dio
cuenta que lo mismo se aplica para el niimero 4 3
6. ;Qué nimero ha escrito Nicol en la celda
sombreada?

Solucion

Notemos que 5 no puede estar al centro, pues la suma de sus vecinos
serd 6 + 7+ 8 +9 = 30, 6 tampoco puede ir al centro pues la suma de
sus vecinos también serd mayor que 13, de este modo el 5 y el 6 siempre
tendran 3 vecinos. 6 no puede estar entre 1 y 2, de ser asi en la celda gris
se deberia escribir el 10, y 10 no se puede ocupar. 6 no puede estar entre 4
y 3, de ser asi en la celda gris también se deberia escribir el 6.
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Luego el 6 debe estar entre 1 y 4, o bien, entre 2 y 3, de cualquier modo,
la celda gris debe contener a 8.

Problema 26. El barco MSC Fabiola tiene el récord de ser el mayor buque
contenedor en cruzar el canal de Panama. Lleva 12500 contenedores que
si se ubicaran de extremo a extremo alcanzarian una distancia de 75 km.
,Cudl es la longitud de un contenedor?

12500 contenedores en fila alcanzan una distancia de 75 km = 75000

mt. Como = 6, se tiene que un contenedor mide 6 mt.

12500

Problema 27. Si a, b y ¢ denotan las longitudes de las lineas de la imagen,
.,Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?

Solucion

Notemos que:
mqg=24+242444+2+2+2=16
mb=242474+24+71+2=8+27

n =24 2V2444+2V24+2=8+4V2

Luegoc<b<a

2 4
Problema 28. ;Qué nimero estd en el medio de 3y =7
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El niimero que esta en medio es:
2 4 10412

35 15 _22_11

2 2 30 15

Problema 29. En el nimero 2014 el ultimo digito es mas grande que la
suma de los otros tres digitos. ;Cuantos anos atras fue la dltima vez que
ocurrio esto?

Solucion

Para 2013 no se cumple pues 3 =2+ 0+ 1.

Para 2012 no se cumple pues 2 < 2+ 0 + 1.

Para 2011 no se cumple pues 1 <2+ 0+ 1.

Para 2010 no se cumple pues 0 =2 + 0 + 1.
= Para 2009 si se cumple pues 9 > 2+ 0+ 0.

Luego, esto ocurrio por ultima vez hace 5 anos.

2a
Problema 30. La longitud de los lados
del hexagono regular grande es dos veces
la longitud de los lados del hexégono re-
gular pequeno. El hexagono pequeno tiene
una superficie de 4 cm?. ;Cudl es el drea del
hexagono grande?

Solucion

Dado que ambos hexagonos son semejantes, sabiendo que la razon entre
las areas de dos figuras semejantes es igual al cuadrado de la razén de

semejanza, se tiene que:
2
Apequeﬁo . (1)
Agrande 2
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Como Apequeiio = 4, entonces:

4 1
= — = Agrande = 16 cm’
Agrande 4 grand .

Problema 31. ;Cudl es la negacién de la siguiente declaracion ”Todo el
mundo resuelve mas de 20 problemas”?

Alguien resuelve menos de 21 problemas.

Problema 32. En un sistema de coordenadas Tom dibujoé un cuadrado.
Una de sus diagonales se encuentra en el eje . Las coordenadas de los dos
vértices que estan en el eje x son (—1,0) y (5,0). ;Cudl de las siguientes
son las coordenadas de otro vértice del cuadrado?

Solucion

|

—_ |

Si AC' es una diagonal, entonces la |

otra diagonal es perpendicular a AC I
y pasa por el punto (2,0), con medida — , é ] -

[

|

[

|

>

6 unidades. Luego los otros vértices
son (2,-3)y (2,3).

Problema 33. En un pueblo, la razén entre hombres adultos y mujeres
adultas es de 2 : 3 y la razén entre las mujeres y los ninos es de 8 : 1. ; Cudl
es la razon entre los adultos (hombres y mujeres) y los nifios?

Solucion
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Como la razén entre hombres adultos y mujeres adultas es de 2 : 3,
entonces hay 2k hombres y 3k mujeres. Como la razon entre las mujeres y
los ninos es de 8 : 1, entonces hay 87 mujeres y j ninos. Luego:

3
8j =3k = j =k

Por lo tanto la razon entre los adultos (hombres y mujeres) y los ninos
es de:
2k +3k 40

3 3
—k
8

Problema 34. La rueda grande de es-
ta bicicleta tiene 4,2 metros de perime- N
tro. La rueda pequena tiene 0,9 metros de
perimetro. En un determinado momento,

las valvulas de las dos ruedas estan en su
punto mas bajo. La bicicleta rueda hacia
la izquierda. ;Después de cuantos metros

estaran nuevamente las dos valvulas en su
punto més bajo?

Solucion

Debemos encontrar el minimo comun multiplo entre 4,2 y 0,9. Notemos
que 42 =7-3-2y 9 = 3-3, luego el minimo comun multiplo entre 42 y 9 es
7-3-3-2=126, por lo tanto después de 12,6 metros estaran nuevamente
las dos valvulas en su punto mas bajo.

Problema 35. Una abuela, su hija y su nieta pueden decir este ano (2014)
que la suma de sus edades es 100. ;En qué ano nacié la nieta si cada una
de las edades es una potencia de 27

Notemos que 2 = 24,4 = 22,8 = 23,16 = 2% 32 = 2°,64 = 20 son las
potencias de 2 menores a 100, de las cuales tres deben sumar 100, lo que
solamente se logra con 22, 2° 2%, De este modo se tiene que las edades de la,
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nieta, la hija y la abuela son 4, 32, 64 respectivamente, por lo que la nieta
nacié el ano 2010.

Problema 36. Pablo puso algunos cua- AN
dros rectangulares en la pared. Por cada ,’ \\
foto puso un clavo en la pared 2,5 m por

encima del suelo y adjunté una larga ca-
dena de 2 m en las dos esquinas superio-
res. /Cudl de las siguientes fotos es la mas
cercana al suelo (formato: ancho en cm X
altura en cm)?

(A)60 x 40 (B) 120 x 50 (C) 120 x 90 (D)160 x 60 (E)160 x 100

A’ B Debemos calcular la altura del triangulo
ABE para AB = 0,6, AB = 1,2 y para
AB =1,6..

D® C

» Altura del AABE para AB =0, 6:

0,3% + h? =17
h?=1-0.09

hy =+/0,91

» Altura del AABE para AB =1, 2:

0,6+ hi =17
hi=1-0.36
hi =0,8
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» Altura del AABE para AB = 1, 6:

0,8 + hi =17
hi=1-0.64
hy=0,6

Determinemos cual es el cuadro que esta mas cerca del suelo sumando
la altura del rectangulo a estos valores segtin corresponda.

= Rectangulo 60 x 40 = 0,95+ 0,4 = 1, 35 metro.

Rectangulo 120 x 50 = 0,8 + 0,5 = 1, 3 metros.

Rectangulo 120 x 90 = 0,8 + 0,9 = 1,7 metros.

Rectangulo 160 x 60 = 0,6 + 0,6 = 1, 2 metros.

Rectangulo 160 x 100 = 0,6 + 1 = 1, 6 metros.

Finalmente la foto mas cercana al suelo es la de 120 x 90.

Problema 37. Seis ninas comparten un departamento con dos banos que
utilizan todas las mananas a partir de las 7:00 en punto. Ellas usan el
bano una a la vez, y se sientan a desayunar juntas tan pronto como la
ultima chica ha terminado. Pasan 9,11, 13, 18,22 y 23 minutos en el bano
respectivamente. Estando bien organizadas, ;Qué es lo mas temprano que
pueden desayunar juntas?

Solucion

Se trata de distribuir las 6 ninas en los dos banos, tal que ocupen el
bano en el menor tiempo posible, por lo que debemos lograr que la suma
de los tiempos en cada bano sean lo més cercanas posibles.

Observemos que si todas entraran a un solo bano se demorarian 9+ 11+
13 + 18 4+ 22 4+ 23 = 96 minutos, es decir, ocupando dos banos deberian
demorarse 48 minutos en cada uno. Comencemos ubicando las que mas se
demoran, una en cada bano:

By:23+a+b, By:22+c+d
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De este modo debemos escoger entre los restantes (9, 11, 13, 18) una pareja
que sume 26 y otra que sume 25, lo cual es imposible, por lo que intenta-
remos que un grupo se demore 47 minutos y el otro 49 minutos. De este
modo se tiene:

By :23+13+11, By:22418+9

Por lo que a las 07 : 49, serd lo mas temprano que pueden desayunar

juntas.

Problema 38. En la siguiente figura hay un
octagono regular. El area sombreada mide 3
cm?. Encontrar el 4rea del octdgono .

F E Sea T" el area de cada uno de los triangulos
que componen el cuadrado central:

Angrn = Aakim = Aaniv+Anrin =T

Dichos triangulos son congruentes con ca-
da uno de los cuatro triangulos de las es-
quinas:

Arpex = Aaper = Anarar = Apgag =T

Luego si sumamos las areas de los cuatro cuadrilateros Agapc+Apcpe+
Appra + Arcra, estamos sumando 4 veces de mas cada triangulo de drea
T, pero aun nos falta sumar los 4 tridangulos centrales. Luego el area del

hexagono es:
3+3+3+3—4t+4t=12

Problema 39. Una nueva especie de cocodrilo ha sido descubierta en
Africa. La longitud de la cola es de un tercio de toda su longitud. Su
cabeza es de 93 cm de largo y esta corresponde a la cuarta parte de la
longitud del cocodrilo sin su cola. ;Cuanto mide este cocodrilo en cm?
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L
Sea L la longitud del cocodrilo, entonces la longitud de la cola es — y

1 L
la de su cabeza esde — | L — — |.
4 3
L
1 L 3
= - L—— .
93 4( 3) ) .
/\Q\/
L

Por lo tanto debemos resolver la siguiente ecuacion :

1 L
0B==-(L-=
1(+3)
1 2
93=-.-L
4 3
93—L
6
558 = L

Finalmente la longitud del cocodrilo es de 558 cm.

Problema 40. En la imagen hay un dado especial.
Los numeros en las caras opuestas siempre suman
lo mismo. Los nimeros que no podemos ver en la
imagen son todos ntmeros primos. ;Qué niimero es
opuesto al 147

Solucion
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Sean p1, po, p3 los primos ubicados en las caras que no se ven, entonces:
18 + p1 = 35 + po = 14 + ps

= Como 14 +p3 =18 +p1 = p3 =4+ p1.

= Como 14 + p3 = 35 + ps = p3 = 21 + py.

Notemos que el primo que sigue 21 es 23, por lo tanto si py = 2, p3 = 23,
y para p3 = 23, p1 = 19 que también es primo. Luego una solucion es
P3 = 23.

Problema 41. Ana ha caminado 8 kilémetros con una velocidad de 4km /h.
Ahora ella correrd algtin tiempo con una velocidad de 8 km/h. ;Cuénto

tiempo le queda por correr para que su velocidad promedio global sea de
5 km /h?

Solucion

Si Ana ha caminado 8 kilémetros a 4 km/h, entonces ha caminado du-
rante 2 horas, y ain le queda por recorrer ¢ horas a una velocidad de 8
km /h, es decir le queda por recorrer 8 km luego se cumple que:

848 _
24+t

2
Por lo que t = §h = 40 min.

Problema 42. Un jugador de ajedrez jugd 40 partidos y acumulé 25 pun-
tos (una victoria cuenta como un punto, un empate cuenta como medio
punto, y una derrota cuenta como cero puntos). ;Cudl es la diferencia
entre los partidos ganados y los partidos perdidos?

Sea G el numero de partidos ganados, E el ntimero de partidos empa-
tados, y P el nimero de partidos perdidos, entonces:

G+ E+ P =40 (2.1)

E
G+5 =25 (2.2)
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Restando ambas ecuaciones obtenemos que:

B E
P+E—5=40-25= P+5 =15 (3)

Finalmente, restando (2) — (3), obtenemos que G — P = 10.

Problema 43. Las trillizas Javiera, Daniela y Luisa querian comprar som-
breros idénticos. Sin embargo, a Javiera le faltaba un tercio del precio, a
Daniela un cuarto y a Luisa un quinto. Cuando los sombreros estuvieron
$ 940 mads baratos, las hermanas juntaron sus ahorros y cada una de ellas
compré un sombrero. No les sobré ni un peso. ;Cual era el precio de un
sombrero antes de que su precio disminuyera?

Solucion

Sea P el precio del sombrero antes de bajar, entonces:

1
= Si a Javiera le faltaba 3 de P, entonces tenia §P.
. . 1 , 3
= Si a Daniela le faltaba 1 de P, entonces tenia ZP.

1
= Si a Luisa le faltaba E de P, entonces tenia 5P'

Cuando los sombreros estuvieron $ 940 més baratos, es decir cuando
costaban $p — 940, cada una de ellas compré un sombrero, luego, cuando
juntaron sus ahorros obtuvieron $3(P — 940). Esta situacion puede ser
representada por la siguiente ecuacién:

2 3 4
P+ -P+ -P =3(P —940
3 +4 +5 ( )
133
—P =3P — 2820
60
P = 3600

Luego, el precio del sombrero antes de que este disminuyera era de $3600.
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1 25

Problema 44. Sean p, ¢, r nimeros enteros positivos y p + 1~ 1o
q+ ”

.,Cudl es el valor del producto pgr?

Solucion

25

1 25

rr 25
p+qr+1_1_9
plgr+1)+r 25
qr +1 19

De este modo gr +1 =19 = qr = 18 y p(qr + 1) +r = 19p + r = 25,
por lo tanto, p = 1. Finalmente, el valor de pgr = 18

Problema 45. En la ecuacién N -U - (M + E + R+ O) = 33, cada letra
representa un digito diferente (0,1,2,...,9). ;Cudntas maneras diferentes
hay para elegir los valores de las letras?

Solucion

Notemos que 33 =3-11,porloque N-U =3y M+ FE+ R+ 0O =11.

= Para N - U = 3, tenemos 2 posibilidades, 3-1 =3y 1-3 = 3.
De este modo para M, E, R, O solo podemos elegir entre los valores
{0,2,4,5,6,7,8,9}.

» Para M +FE+ R+ 0O = 11, tenemos que solo la suma 04+2+4+44+5 =11
cumple. Por lo tanto podemos combinar estos cuatro sumandos de
4! = 24 maneras.
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Finalmente, existen 2-24 = 48 maneras diferentes para elegir los valores
de las letras.

Problema 46. En la imagen que se mues-
tra, Karina quiere anadir algunos segmentos de
linea de tal manera que cada uno de los siete
puntos tenga el mismo nimero de conexiones a
los otros puntos. ;Cudl es el menor niimero de
segmentos de linea que Karina debe dibujar?

Comencemos asignando a cada vértice el
numero correspondiente al nimero de conexio-
nes que tiene, si sumamos estos nimeros obte-
nemos 1 +14+1+4+1+4+1+4+2+ 3 = 10. Nuestro
objetivo es que los siete puntos tengan el mis-
mo numero de conexiones a los otros puntos,
es decir que la suma de los niimeros asigna-
dos a los vértices sea un multiplo de 7 mayor o
igual que 7 - 3 (pues en la figura hay un vérti-
ce con 3 conexiones), luego la suma puede ser
21=10+11,28= 10+ 18,35 =10+ 25,42 =
104 32,....

Ademas, notemos que cada vez que unimos un vértice con otro, suma-
remos 1 a cada uno de estos vértices, por lo tanto, por cada segmento que
tracemos uniendo dos vértices agregaremos 2 unidades al total, es decir
queal+1+1+1+1+4 2+ 3 siempre sumaremos un niimero par, luego
como minimo obtendremos 10 + 18 = 28 como suma, por lo que el menor
numero de segmentos que se trazaran es 9.
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Problema 47. La imagen mues-
tra el mismo cubo desde dos pun-
tos de vista diferentes.

Esta construido a partir de 27
cubos pequenos, algunos de ellos
son de color negro y algunos son
blancos.

.,Cudl es el mayor nimero de cubos negros que podria haber?

Enumerando cada uno de los cu-
bos pequenos de color blanco que
podemos ver en el gran cubo, po-
demos contar 18 de estos, con
lo cual, concluimos que a lo mas
puede haber 9 cubos pequenos de
color negro.

Problema 48. En una isla, las ranas son siempre verdes o azules, cuando
el nimero de ranas verdes se redujo el 60 %, el nimero de ranas azules
aumento el 60 %. Resulté que la nueva relacion de las ranas azules a las
ranas verdes es igual a la relacion anterior pero en el orden opuesto (ranas
verdes a las ranas azules). jEn qué porcentaje se modificé el niimero total
de las ranas?

Sea a el niimero de ranas azules y v el nimero de ranas verdes, entonces
el nimero de ranas azules aument6 el 60 %, ahora hay a + 0,6a = 1, 6a.
Como las ranas verdes disminuyeron el 60 %, ahora hay v — 0,6v = 0, 4v.
Como la nueva relacién de las ranas azules a las ranas verdes es igual a la
relacion anterior pero en el orden opuesto, se tiene que:
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v 1,6a
a 0,4v
v_ 0
a v
2
v
z=
v_,
a

v =2a

Como inicialmente habia a ranas azules al aumentar el 60 % ahora hay
1, 6a. Por otra parte inicialmente habia 2a ranas verdes al disminuir el 60 %
ahora hay 0, 8a. Finalmente pasamos de tener 3a ranas, a tener 2, 4a ranas,
por lo que las ranas disminuyeron el 20 %.

Problema 49. Tomas escribié varios niimeros enteros positivos distintos,
sin exceder de 100. Si el producto de estos niimeros no es divisible por 18.
A lo mas, jcuantos ntumeros podria haber escrito?

Se trata de eliminar del producto 1-2-3-...-99-100 la menor cantidad
de factores, tal que 18 no divida el ntimero resultante.

Notemos que 18 = 2 -3 -3 por lo que en el producto de todos los
nimeros que escribamos puede tener el 3 como factor solo una vez a lo
mas, ya que con un segundo muiltiplo de tres y un ntimero par, el niimero
seria divisible por 18, y como de 1 a 100 hay 33 multipos de 3, eliminamos
32 de ellos, dejando solo 1, por ejemplo el 3. De esta forma nos aseguramos
de que nunca 3 - 3 sea un factor, y asi podemos dejar en el producto todos
los nimero pares que no son multiplos de 3. Como de 1 a 100 hay 100
nimeros, y ya quitamos 32, quedan 68 niimeros enteros.

Finalmente el maximo ntumero de enteros que logra escribir es 68.
Problema 50. Con cualquier trio de vértices de un cubo que no estéan sobre

una misma cara formamos un triangulo. ;Cuantos triangulos se pueden
formar con esta condicién?
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Analicemos los tridngulos que podemos

construir utilizando una arista de la ca- H, oG
ra frontal. Observando la imagen y co-
menzando con la arista AB, tenemos los Dy 1C
triangulos ABH y ABG, del mismo mo-

do, por cada una de las otras 3 aristas de

la cara frontal, podemos formar 2 triangu- . °F
los. Luego desde la cara frontal, usando las

aristas, podemos trazar 2 - 4 = 8 triangu- A* ‘B

los.

Por otra parte, contemos los triangulos que podemos formar comenzando
con la diagonal AC' de la cara frontal, tenemos los tridngulos ACE, ACF,
ACG y ACH, con la diagonal DB, también construimos 4 tridngulos.
Luego desde la cara frontal, usando las diagonales, podemos trazar 4 -
2 = 8 triangulos. Por lo tanto desde la cara frontal podemos construir 16
triangulos, y desde la cara frontal 16 triangulos mas, en total 32 triangulos.

Notemos que si intentamos construir un tridngulo partiendo de una aris-
ta o diagonal de una cara lateral, este coincide con alguno de los ya cons-
truidos.

Problema 51. En la
imagen, PT" es tangen-
te a una circunferen-
cia C con centro O y
P B bisectriz del angulo
TPA. Calcula el angu-
lo TBP.

Como PT es tangente a la circunferencia, ZOTP = 90°. Como OA y
OT son radios, Z/TAO = ZOTA = a. Como PB es bisectriz, ZAPB =
/BPT = j.
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Luego en el ABPT se tiene que:

/TBP 4 a+90 + 3 =180
/TBP =90 — (a + ) (2.3)

Ademas como ZT BP es un angulo exterior del triangulo ABP, entonces
el angulo T'BP es la suma de los angulos interiores no adyacentes, es decir:

/TBP =a+ 8 (2.4)
Sumando estas dos ecuaciones (3) 4 (4) se tiene que

2/TBP =90° = LT BP = 45°

Problema 52. Considere el conjunto de todos los ntimeros de 7 digitos
que se pueden obtener utilizando, para cada numero, todos los digitos 1,
2, 3, ..., 7. Enumere los ntimeros de la serie en orden creciente y divida la
lista exactamente en la mitad en dos partes de igual tamano. ;Cudl es el
ultimo nimero de la primera mitad?

Notemos que podemos enumerar en orden creciente todos los niimeros
de la serie y dividir esta en 7 partes iguales (7 conjuntos con el mismo
numero de elementos). De este modo tendremos el conjuntos de los que
comienzan con 1, de los que comienzan con 2, ..., de los que comienzan con
7. Luego la mitad de la serie estard en el conjunto de los que comienzan
con 4.

Anélogamente el grupo de los que comienzan con 4 lo podemos dividir
en 6 subgrupos, los que comienzan con 41, los que comienzan con 42, ...,
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los que comienzan con 47, descartando en esta lista los que comienzan con
44. De este modo se tiene que la mitad de la serie estara entre los niimeros
4376521 (el mayor de la lista que comienza con 43) y 451236 7 (el menor

de la lista que comienza con 45).

Finalmente el ultimo nimero de la primera mitad es 4376521.

Problema 53. Sea ABC un tridngu-
lo tal que AB = 6 cm, AC = 8 cm
y BC = 10 cm y sea M el punto
medio de BC. AMDE es un cuadra-
do, y M D intersecta AC' en el punto

F'. Encontrar el area del cuadrilatero
AFDE en cm?.

Solucion

Observemos que el triangulo ABC' es rectangulo en A pues:

AB? + AC? = B(C?
36 + 64 = 100

Como M es el punto medio del
lado BC se tiene que BM =
CM = AM = 5, /BAC =
90°, luego, M es el centro de
la circunferencia circunscrita al
triangulo ABC, por lo tanto,
BM = BA = MC ( radios de
la circunferencia inscrita) por lo
que el cuadrado tiene lado 5.

Notemos que como AM = C'M el triangulo AC'M es isdsceles, entonces:

/MCA=/MAC =«

Entonces se tiene que el triangulo ABC'y el triangulo M F A tienen todos
sus angulos congruentes, por lo que son semejantes AABC ~ AMFA.
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Luego se cumple que:

MF MA
AB  AC
MF 5
6 8
MF = %
De este modo el area del triangulo AMF es:
1 30 75
AAAMF:§'§‘5:§
Finalmente el area del cuadrilatero AFDFE esta dada por:
Aarpe = Anampe — Apamr = 25 — % = %

Problema 54. Hay 2014 personas en una fila. Cada uno de ellos es un
mentiroso (que siempre miente) o un caballero (que siempre dice la verdad).
Cada persona dice “Hay mas mentirosos a mi izquierda que caballeros a
mi derecha”. ; Cuantos mentirosos hay en la fila?

Sean las personas
Py, Py, By, ..y Pops, Paona

Claramente P, miente pues no hay nadie a la izquierda de él. P, no puede
ser caballero, si fuera asi a su derecha serian todos mentirosos pero Pj diria
la verdad, luego P, miente. Del mismo modo podemos razonar con Pj, Py,
..., Pioo7 concluyendo que todos son mentirosos y que Pigos, Pioo9, - - - s P14
son caballeros, pues siempre habra mas mentirosos a su izquierda que ca-
balleros a su derecha, por lo tanto hay 1007 mentirosos.

Problema 55. Cada ano, el tercer jueves del mes de marzo aparece el
Trauco en Chiloé. ;Cudl es la fecha mas tardia en que puede aparecer el
Trauco algin ano?
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(A) 14 de marzo (B) 15 de marzo (C) 20 de marzo (D) 21 de marzo (E)
22 de marzo

Solucion

Basta con encontrar el primer Jueves mas lejano, lo cual ocurre cuando
Marzo comienza en Viernes, es decir Viernes 1 de Marzo, lo que implica
que el primer Jueves es el dia 7 de Marzo, por lo tanto el Trauco aparecera
a mas tardar el dia Jueves 21 de Marzo.

Problema 56. ; Cuantos cuadrilateros de
cualquier tamano se muestran en la figu-
ra?

Solucion

Cuatro cuadrilateros, los cuales se muestran a continuacion.

Problema 57. ;Cual es el resultado de 2014 - 2014 + 2014 — 20147

[(2014 - 2014) = 2014] — 2014 = 0

Pues de acuerdo a la prioridad de las operaciones primero multiplicamos
y/o dividimos de izquierda a derecha y finalmente sumamos y/o restamos
de izquierda a derecha (en ausencia de paréntesis).
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Problema 58. El area del paralelo- D, »C
gramo ABCD es 10. Los puntos M

y N son puntos medios de los lados M N
AD y BC. ;Cual es el area del cua-

drilatero M BN D? Ad {B

Solucion

Al unir los puntos M y N se forman cuatro tridngulos equivalentes (de

igual area), por lo tanto el area de cada tridngulo es 2.5, finalmente el drea
del cuadrilatero sombreado M BN D es 5.

Problema 59. El producto de dos niimeros es 36 y la suma es 37. ;Cual
es la diferencia positiva entre ellos?

Solucion

Sean = y 37 — x los nimeros buscados, por lo tanto x - (37 — x) = 36,
al resolver esta ecuacion cuadratica se obtienen como soluciones 1 y 36. Al
considerar r = 1 = 37 — x = 36, al considerar t =36 —= 37—z =1y
en ambos casos la diferencia positiva es 35.

Problema 60. Amanda tiene varios cuadrados de papel de area 4. Ella
los corta en cuadrados y en triangulos rectangulos de la forma en que se
muestra en el primer diagrama. Luego toma algunas de las piezas y hace
un pajaro como se muestra en el segundo diagrama. ;Cual es el area de
este pajaro?

Solucion
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Como el area del cuadrado original es 4 y la diagonal lo divide en dos
partes iguales, el triangulo grande tiene area 2, el area del cuadrado pe-
queno es 1 y el area de cada uno de los triangulos pequenos tiene area %
Identificando cada una de estas partes en la nueva figura notamos que su

area es 0.

Problema 61. Un estanque estaba lleno hasta su mitad, el abuelo Anacle-
to anadio 2 litros al estanque. Ahora el estanque esta lleno a tres cuartos
de su capacidad. ;Cuadl es la capacidad del estanque?

Si el estanque estaba hasta la mitad y con 2 litros adicionales quedé a
tres cuartos de su capacidad, significa que los dos 2 litros que anadio el
abuelo corresponden a i de la capacidad.
capacidad

1 = capacidad = 2 - 4 = 8 litros

Luego, 2 =

Problema 62. Jorge construyé el cuerpo
que se muestra a continuacion usando sie-
te unidades cibicas. ;Cuantos cubos tiene
que agregar para hacer un cubo con aris-
tas de longitud 37

Como el cubo que se debe formar es de arista 3, este contendra 27 cubos
pequenos de arista 1, y como ya tenemos 7, faltan 20 cubos.

Problema 63. ;Cual de los siguientes céalculos entrega el resultado mas
grande?

(A) 44 x 777 (B) 55 x 666 (C) 77 x 444 (D) 88 x 333 (E) 99 x 222
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Notemos que:

m A XTTT=11Xx4x 111 x7=11x111 x4 x7
" 55 X666 =11 %x5x111x6=11x111x5%6
m 7T X444 =11 x7Tx 111 x4=11x111 x7x 4
m 88 X333 =11 x8x 111 x3 =11 x111 x8 x 3
m 99 x222=11x9x 111 x2=11x111x9 x 2

Observemos que todos los ntimeros tienen los factores 11 x 111 , por lo
que analizamos los otros dos factores, donde 5 X 6 es el mayor, por lo tanto,
el resultado mas grande es 55 X 666.

Problema 64. El collar de la imagen contiene perlas grises y perlas blan-
cas. Marcos saca una perla tras otra del collar. Siempre saca una perla de
uno de los extremos. Se detiene cuando ha quitado la quinta perla gris.
.Cudl es el mayor nimero de perlas blancas que Marcos puede haber sa-

cado?

El mayor niimero de perlas blancas que Marcos puede sacar es 7, lo cual
se deduce de la siguiente manera, Marcos quita una perla gris de cada lado
sacando luego 3 blancas, Marcos quita nuevamente una perla gris de cada
lado y puede sacar 4 blancas mas, finalmente Marcos quita la quinta perla
gris de cualquiera de los lados del collar, se detiene y no puede quitar mas
perlas. Finalmente el mayor nimero de perlas blancas que Marcos puede
sacar es de 7 perlas.

Problema 65. Juan tiene una leccién de piano dos veces en la semana y
Alejandra tiene una leccion de piano cada dos semanas. En un momento
determinado, Juan tiene 15 lecciones mas que Alejandra. ; Cuantas semanas
de lecciones lleva?
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Observemos que por cada leccion de Alejandra Juan toma 4 lecciones,
por lo que la cantidad de lecciones que toma Alejandra y la cantidad de
1

lecciones que toma Juan estén en la razon ;.

Sea x la cantidad de lecciones que ha tomado Alejandra queremos que
Juan haya tomado x + 15 lecciones, por lo que debe ocurrir que:

I
4 z+415
Resolviendo la ecuacion se tiene x = 5, o sea Alejandra ha tomado

5 lecciones, es decir han transcurrido 10 semanas, por lo tanto Juan ha
tomado 20 lecciones.

Problema 66. En el diagrama,
el drea de cada circulo es lem?.
El area comun a dos circulos su-
perpuestos es %cmz. ., Cudl es el
area de la region cubierta por los

cinco circulos?

El 4rea de cada circulo es 1 cm?, entonces, el 4drea de 5 de ellos es 5ecm?,

pero como dos de estos tienen un sector comun de gch, y dichos sectores

son 4 se tiene que el area de la figura es:

5—4--=—cm

Problema 67. Cinco rectangulos iguales se
colocan dentro de un cuadrado de 24 cm de
lado, como se muestra en el diagrama. ;Cudl
es el area de uno de los rectangulos resultantes?




62 CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Sean x e y los lados del rectangulo, como mues-
tra la figura, de este modo se tiene que

204+ 2y=24dyquedy+x—x =24

Obteniendo de la segunda ecuacion que y = 8,
y reemplazando en la primera se tiene

}:IZ que x = 4, por lo que el area del rectangulo es
v 8- 4 = 32cm?

Problema 68. El corazén y la flecha
estan en las posiciones mostradas en la fi-
gura. Al mismo tiempo, el corazén y la
flecha empiezan a moverse. La flecha se
mueve tres lugares hacia la derecha y el

corazén se mueve cuatro lugares hacia la
izquierda y luego se detiene. Siguen la mis-
ma rutina una y otra vez. jDespués de
cuantas veces repetida la rutina se encon-
trard el corazom y la flecha en el mismo
triangulo por primera vez?

Nunca se encontrara el corazon y la flecha en el mismo tridangulo pues
rotar una figura tres posiciones a la derecha es equivalente que rotarla 4
lugares a la izquierda, esto es equivalente a mover ambas figuras 3 lugares
a la derecha, o bien, mover 4 lugares a la izquierda, por lo que nunca se
juntaran.
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Problema 69. La figura muestra el A&
triangulo ABC' en donde BH es una

altura y AD es bisectriz del dngulo

en A. El dangulo obtuso entre BH y H

AD es cuatro veces el angulo DAB. . Q
. Cudnto mide el angulo CAB? E

C D B
Solucién

Notemos que ZAEH = 90° — «, ademés, ZAEH + ZAEB = 180°, es
decir, 90° — a + 4a = 180° por lo tanto o = 30°.

Problema 70. Un rectangulo tiene lados de longitudes 6 cm y 11 cm. Se
selecciona uno de los lados largos y se dibujan las bisectrices de los angulos
en cada extremo de ese lado. Estas bisectrices dividen el otro lado largo en
tres partes. ;Cudles son las longitudes de estas secciones?

Solucion

D \‘f I?' . C Al trazar las bisectrices como
//V\\ se muestra en la figura se ge-
s AN neran dos triangulos rectangulos
e Ya 6 isésceles cuya medida de los ca-
,// \\\ tetos es 6. De la figura también
se deduce que:
A - B DF +FE+EC = 11

RN

Como DE =6, EC = 5, por lo tanto FE =1y DF = EC = 5.

Problema 71. El Capitan Sparrow y su tripulacion pirata desenterraron
varias monedas de oro. Ellos dividen las monedas entre si de manera que
cada persona recibe el mismo nimero de monedas. Si hubiera cuatro pi-
ratas menos en la tripulacion, entonces cada persona recibiria 10 monedas
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mas. Sin embargo, si hubiera 50 monedas menos, cada persona recibiria 5
monedas menos. ;Cuantas monedas desenterraron?

Solucion

Sea x el niimero de monedas por tripulantes, y el niimero de tripulantes.
Entonces z - y serd el nimero total de monedas. Con los datos se puede
plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

(y—4)- (x+10)=x-y
y-(x—=>5)=z-y—50

Dicho sistema tiene como soluciéon x = 15 e y = 10. Finalmente se
desenterraron x - y = 150 monedas.

Problema 72. El promedio de dos nimeros positivos es 30 % menos que
uno de ellos. jEn qué porcentaje es mayor este promedio que el otro nime-
ro?

Solucion

Sean x e y numeros positivos tal que x < y. El promedio de los dos

. Ty
numeros es entonces :

30 30 Como dicho promedio es 30%

—1 _ .

100 100 Y menos que uné) de ellos se tie
7\ 7\

7’ \/ \ ne que y es -5y mayor que el

: i : promedio, del mismo modo, x es

3 .
T r+y Y oY menor que el promedio, tal

2 como muestra la figura.
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Por otra parte tenemos que:

r+y _3

2 Y7107
y 3z
5 YT 0¥ T 3
1 oz
5779
5
=—
¥=3

Entonces el promedio es:

x+y_x+gx_x 5
5 ~ 9~y

Como queremos saber la diferencia entre el promedio y x sumamos y res-

tamos = a esta expresién obteniendo:

a:+x+5 r +3
g T Tyt T T Ty

Finalmente el promedio es 75 % mayor que x.

Problema 73. Una pesa no esta funcionando correctamente. Si algo es
mas ligero que 1000 g, la pesa muestra el peso correcto. Sin embargo, si
algo es mas pesado o igual que 1000 g, la pesa puede mostrar cualquier
nimero por encima de 1000 g. Tenemos 5 pesos A, B, C', D, E cada uno

bajo los 1000 g. Cuando se pesan de dos en dos la pesa muestra lo siguiente:
B+ D =1200,C+ E = 2100, B+ E =800, B+ C =900, A+ E = 700.
.,Cuadl de éstos es el que mas pesa?

Solucién

Enumeremos las siguientes ecuaciones

B+ E =800 (1)
B+ C =900 (2)
A+ E =700 (3)
B+ D > 1000 (4)
C + E > 1000 (5)
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Restamos (2) — (1) y obtenemos que C'— E = 100. Por lo tanto, C' > E.
Restamos (1) — (3) y obtenemos que B — A = 100. Por lo tanto, B > A.

Sumamos (4) + (5) y obtenemos que B + C' + D + E > 2000. Como
B + C =900, entonces D + E > 1100. Por (5) C'+ E > 1000, restando
estas dos desigualdades se tiene que D — C' > 100. Por lo tanto D > C.

Sumamos (4) + (5) y obtenemos que B + C + D + E > 2000. Como
B + E = 800, entonces D + C' > 1200. Por (4) B + D > 1000, restando
estas dos desigualdades se tiene que C' — B > 200. Por lo tanto C' > B.

Finalmente D es el que mas pesa.

Problema 74. Andrés escribe todos los digitos del
1 al 9 en las celdas de una tabla de 3 x 3, de ma-
nera que cada celda contiene un digito. El ya ha 1 3
escrito el 1,2,3 y 4, como se muestra en la figura.

Dos nuimeros son considerados como vecinos si sus

celdas comparten un borde. Una vez introducidos 9 4
todos los nimeros se da cuenta de que la suma de los

vecinos de 9 es 15. ;Cudl es la suma de los vecinos
de 87

Solucion

Observemos que la suma de los primeros 9 digitos es 45.
1+24+3+...+48+9=45

Los digitos que debemos ubicar en los cuadrados libres a parte de 9 son
5,6,7,8, por lo tanto 9 no puede ubicarse al centro pues sus vecinos serian
5,6,7,8, que suman 26. El 9 no puede estar entre 1 y 2 pues al centro se
deberia ubicar el 12, del mismo modo, no puede estar entre 1 y 3, ni entre
2 y 4, como se muestra en la figura.
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Concluimos que 9 debe estar entre 3 y 4, lo que obliga que 8 esté en el

centro, siendo 15 la suma de los vecinos de este.

Problema 75. El cuadrildtero A
ABCD tiene angulos rectos en

1 3
819
2 4

los vértices A y D. Los nime- 10

ros muestran las areas de dos de
los triangulos. j Cual es el drea de

ABCD?

Solucion

Sea F la interseccion de las diagonales. Notemos que los triangulos ABD
y ABC tienen igual area, pues tienen la misma base AB y la misma altura
AD. De este modo el triangulo BEC' tiene area 10.

A B -
\

Proyectemos la altura desde A hasta BD. Como los triangulos ADE y
AFEB tienen la misma altura y sus areas estan en razén 1 : 2, entonces
BE : ED =1 : 2. Por otra parte los triangulos BEC'y DEC comparten
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la misma altura, proyectada desde C' a la prolongacion del segmento DB,
como sus bases BE y /D estan en la razon 1 : 2, y comparten la altura, la
razon entre las areas también es 1 : 2. Dado que el area del triangulo BEC
es 10, el area del tridngulo £ DC es 20. Finalmente, el area del cuadrilatero
es 45 u?.

Problema 76. Liz y Maria compiten en la resolucién de problemas. A
cada una de ellas se les da la misma lista de 100 problemas. La primera en
resolver cualquiera de estos problemas obtiene 4 puntos, mientras que la
segunda en resolverlo obtiene 1 punto. Liz resolvié 60 problemas, y Maria
también resolvié 60 problemas. Juntas, consiguieron 312 puntos. ;Cuantos
problemas fueron resueltos por ambas?

Sea t la cantidad de problemas que resuel-
ve solamente Liz, w la cantidad de proble-
mas que resuelve solamente Maria y x la
cantidad de problemas que resuelve tanto
Liz como Maria.

De este modo Liz ha resuelto ¢t + x = 60 problemas y Maria ha resuelto
w—+x = 60 problemas. Por los t+w problemas resueltos por solo una de ellas
han acumulado 4¢ + 4w puntos, por lo problemas resueltos por ambas han
acumulado 5x puntos (la primera en resolver cualquiera de estos problemas
obtiene 4 puntos, mientras que la segunda en resolverlo obtiene 1 punto).

Como juntas consiguieron 312 puntos, se tiene que:

4t + 4w + Hx = 312

Por otra parte:

t+rx=60—=t=60—=x
w+r=60—w=60—2x

Luego:
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At + 4w + bz = 312

240 — 4x + 240 — 4x + S5x = 312
—3r = —168

xr = 56

Finalmente, 56 problemas fueron resueltos por Liz y Maria a la vez.

Problema 77. David viaja en su bicicleta desde Temuco a su parcela. El
debia llegar a las 15 : 00, pero gasté % del tiempo planeado cubriendo %
de la distancia. Después de eso, pedaledé més lentamente y llegd justo a
tiempo. ;Cudl es la razén entre la velocidad de la primera parte del viaje

y la velocidad de la segunda parte del viaje?

Temuco A Parcela
Sea d la distancia c_lesde Temuco L P P )
a la parcela, y t el tiempo que de- 3d 1 g
mora David en cubrir dicha dis- 4 4
tancia en bicicleta. Notemos que
en el primer trayecto David re- ~ Temuco A Parcela
corre Zd en gt. 2t lt

3 3

Como la velocidad v = e la velocidad de David en el primer trayecto
es:

3

14 od

’Ul = == —

2, &
3

Y la velocidad de David en el segundo trayecto es:

1

) 14 3d

9 = 1— = —

24 At

3
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Luego:
9d
vy g 36 3
vy 3d 24 2
4t

Finalmente, la razoén entre las velocidades de la primera y segunda parte
del viaje es 3 : 2.

Problema 78. En grupo de 25 personas formado por caballeros, ninos
y damas, los caballeros siempre dicen la verdad, los ninos siempre mien-
ten, y de las damas algunas mienten y otras dicen la verdad. Cuando se
les pregunté: “;Es usted una dama?”, 12 de ellos dijeron: “Si”. Cuando
se les pregunté: “;Es usted un nino?”, 8 de ellos dijeron: “Si”. ;Cuéntos
caballeros hay en el grupo?

Solucion

Sea ¢ el nimero de caballeros, n el nimero de ninos, d el nimero de
damas (d,, las que mienten y d, las que dicen las verdad). de modo que:

c+n+d=25

Cuando se les pregunté: “;Es usted una dama?”, 12 de ellos dijeron
“Si” ,entre ellos las damas que dicen la verdad, y los ninos, pues mienten,
por lo tanto, n 4+ d, = 12.

Cuando se les pregunté: “Es usted un nino”, 8 de ellos dijeron: “Si”,
solamente respondieron que si las damas mentirosas, por lo tanto d,, = 8.

Sabiendo que d,, = 8 y que n + d, = 12, se tiene que hay 20 personas
contando los ninos y todas las damas, por lo que los caballeros resultan ser
5.

Problema 79. Diferentes niimeros enteros positivos se escriben en el pi-
zarréon. Exactamente dos son divisibles por 2 y exactamente 13 de ellos
son divisibles por 13. Sea M el mas grande de estos niimeros. ;Cuédl es el
menor valor posible de M?



Como en la pizarra tiene que haber al menos 13 niimeros divisibles por
13, y exactamente 2 numeros pares, estos también deben ser multiplos
de 13, para que asi el méas grande de estos numeros sea el menor valor
posible. De este modo elegimos los primeros 11 multiplos de 13 impares
y 2 multiplos de 13 pares menores a 13 - 21. Finalmente, el menor valor

posible de M es 13- 21 = 273.

Problema 80. En un estanque hay 16 ho-

jas de lirio de agua formando un patrén de

4 por 4 como se muestra en la imagen. Una @

rana se sienta en una hoja en una de las es-

quinas. A continuacién, salta de una hoja a @ Q @G
otra, ya sea horizontal o verticalmente. La

rana siempre salta por encima de al menos @@ @ Q
una hoja y nunca cae en la misma hoja dos

veces. ;Cudl es el mayor nimero de hojas
(incluyendo la hoja en la que se encuentra)
que la rana puede alcanzar?

Solucion

La rana saltando segun las condiciones del problema puede alcanzar las
16 hojas que hay en el agua (incluyendo la hoja en la que se encuentra),
a continuacion se muestran tres de las posibles combinaciones que cubren

las 16 hojas.

1(30H(H
DOC
DD
W)

WWE®
QOO
D))
OO0

W OO

HEWE
IO
()
CDE)



72 CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Problema 81. Una plaza de 5 X 5 esta he-
cha de 25 azulejos de 1 x 1, todos los azulejos
con el mismo patrén, tal como el azulejo que
se muestra en la figura. Se sabe que en la pla-

za siempre dos baldosas adyacentes tienen el
mismo color a lo largo del borde compartido.
El perimetro de la plaza se compone de seg-
mentos blancos (lados de tridngulos blancos) y
grises (lados de tridngulos grises) de longitud
1. ;Cual es el menor nimero posible de tales
segmentos grises de longitud 17

Nos interesa rodear la plaza con segmentos
blancos, un arreglo 6ptimo es el mostrado en
la imagen, lo que nos obliga a tener 4 seg-
mentos grises alrededor de la plaza, pues es
imposible tener dos segmentos blancos for-
mando una esquina.

Pero de este modo debemos rellenar el resto de la plaza (el cuadrado

de 3 x 3) con baldosas que necesariamente sean de la forma (por
la condicién de que en la plaza siempre dos baldosas adyacentes tienen el
mismo color a lo largo del borde compartido), pero esto es imposible, pues
nos queda por cubrir una cantidad impar de baldosas.
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Luego debemos modificar el arreglo inicial e
intentar cubrir la plaza dejando 5 segmentos
grises alrededor de la plaza, de modo que
el interior de la plaza (el cuadrado de 3 x
3), se pueda cubrir con 4 piezas de la forma

, ¥ con una pieza de la forma u .

Problema 82. De un cubo de 5 x 5 X 5
formado por cubos pequenos de 1 x 1 X
1 se han sacado algunos cubos pequenos,
quedando el cuerpo que se muestra en la
figura. ; Cuantos cubos pequenos 1 x 1 x 1
se han sacado?

Notemos que el cubo grande de 5x5x5 estd formado 125 cubos pequenos
de 1 x1x1, en el s6lido que muestra la figura hay una base de 5x5x1 = 25
cubos y 9 columnas de 1 x 1 x 4 = 36 cubos, en total hay 61 cubos, luego
faltan 64 cubos pequenos para completar el cubo grande.

Problema 83. Hoy es el cumpleanos de Carla, Emilia y Liliana. La suma
de sus edades es 44. ;Cual sera la suma de sus edades, la préxima vez que
ésta vuelva a ser un numero de dos digitos iguales?

Solucion

Observemos que en un ano mas, sumaremos 3 anos a la suma de sus
edades, en dos anos mas sumaremos 3-2 = 6 anos a la suma de sus edades,
en n anos mas sumaremos 3 - n anos a la suma de sus edades, por lo que
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ano a ano la suma de sus edades se incrementa en un multiplo de 3, de
modo que el incremento de la suma de sus edades debe ser divisible por
3. Teniendo en cuenta que los niimeros con 2 digitos iguales, mayores que
44, son 55,66, 77,88 y 99, el tnico niimero que cumple la condicion es 77,
pues 77 —44 =33 =3 - 11.

Problema 84. Si o’ = 3 ;,Cudl es el valor de a=3?.

Usando las propiedades de las potencias, se tiene que:

-3
a3 = (ab) e (%) =23 =8

Problema 85. Hay 48 pelotas colocadas en tres canastas de diferentes
tamanos. La canasta mas pequena junto con la més grande, contienen dos
veces el nimero de pelotas que contiene la canasta mediana. La canasta
mas pequena contiene la mitad de nimero de pelotas que tiene la canasta
del centro. ;Cuantas pelotas hay en la canasta grande?

Solucion

Sea a el nimero de pelotas en la canasta pequena, b el niimero de pelotas
en la canasta mediana y ¢ el nimero de pelotas en la canasta grande,
entonces:

a+c=2b

b

“=3
a+b+c=48

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene que a = 8, b = 16 y
c=24.
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92014 __ 92013

Problema 86. Calcule el valor de 92013 — 92012

Solucion

92014 _ 92013 92013 2-1)

22013 _ 22012 o 22012 . (2 _ 1)
22013

— 92012
=2

Problema 87. ; Cual de estas expresiones no contiene b+1 como un factor?

(A)2b+2 (B’ —1 (OW+b (D)—1-b (E*+1

Solucion

20+2=2(b+1)
=2 —1=(0b+1)(b-1)

V+b=b=0>b+1

1—b=—(1+b)=—(b+1)

b> 4+ 1 no se puede factorizar en R.

Luego, las cuatro primeras expresiones son factorizadas por (b+ 1), la
quinta no tiene como factor (b+ 1).

Problema 88. ;Cuantas cifras tendra el resultado de la multiplicacion:
(222)5 _ (555)2?
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(222)5 . (555)2 _9l10 5110 _ 1110

Notemos que 10" tiene 1 cifra, 10! tiene 2 cifras, 10? tiene 3 cifras, 10"
tiene n + 1 cifras. Por lo tanto 10'° tiene 111 cifras.

Problema 89. Hector tiene una cuenta de correo electrénico secreto que
solo cuatro de sus amigos conocen. Hoy recibié 8 emails a esa cuenta. ;Cual
de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(A)  Hector recibi6 dos correos electrénicos de cada amigo.

(B)  Hector no pudo haber recibido ocho correos electrénicos de un solo
amigo.

(C)  Hector recibié al menos un correo electrénico de cada amigo.

(D)  Hector recibié por lo menos dos correos electrénicos de uno de sus
amigos.

(E)  Hector recibié al menos dos correos electrénicos de 2 amigos dife-
rentes.

Solucion

Analicemos cada alternativa. Se descarta que Hector recibié dos correos
electronicos de cada amigo, porque Hector puede haber recibido incluso los
8 correos de solo un amigo. Se descarta que Hector no pudo haber recibido
ocho correos electronicos de un solo amigo, pues el enunciado dice que
Hector recibié 8 correos, no necesariamente de un solo amigo. Se descarta
que Hector recibié al menos un correo electronico de cada amigo, pues es
posible que alguno de sus amigos no le haya enviado ningun correo. Es
correcto que Hector recibié por lo menos dos correos electronicos de uno
de sus amigos, pues como son 4 amigos y ha recibido 8 correos, al menos
un amigo le envié al menos dos correos a Hector.

Problema 90. Dos cilindros idénticos se cortan a lo largo de las lineas
punteadas y se pegan entre si formando un cilindro més grande (ver figura).
. Qué se puede decir sobre el volumen del cilindro grande en comparacién
con el volumen de un cilindro pequeno?
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Solucion

Sea r el radio de los cilindros pequenos y h su altura, al cortar los
dos cilindros y unirlo, el perimetro de la circunferencia basal del cilindro
grande sera 27r + 2mr = 47nr. Sea R el radio del cilindro mayor, por lo
tanto, 4mr = 27 R — R = 2r.

Calculando los volimenes de los cilindros, se obtiene que el volumen del
cilindro pequenio es 7 - r% - h y el volumen del cilindro mayor es:

T -R*-h=m-(2r)* h=d4nr’h

Luego el volumen del cilindro grande es cuatro veces el volumen del
cilindro pequeno.

Problema 91. En el nimero 2014 los digitos son diferentes y el tltimo
digito es mayor que la suma de los otros tres digitos ; Cudntos anos antes
de 2014 ocurrié esto por ultima vez?

Solucion

Notemos que no puede ser entre el ano 2010 y 2013, pues el ultimo digito
no es mayor que la suma de los primeros 3 (2 4+ 0+ 1 = 3). Se descartan
los anos entre 2000 y el 2009, ya que contienen entre sus cifras 2 ceros y
los digitos deben ser distintos. También se descartan los anos entre 1900
y 1999, pues la suma de los tres primeros digitos es mayor o igual que 10,
de igual manera se descartan los anos entre 1800 y 1899, pues la suma
de los tres primeros digitos es mayor o igual que 9. Entre los anos 1700 y
1799 la suma de los dos primeros digitos es 8, por lo tanto el tercer digito
debe ser cero, y el cuarto digito debe ser 9, es decir, el ano 1709. Como
2014 — 1709 = 305, entonces hace 305 anos atras ocurrié esto por ultima
vez.
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Problema 92. El tamano de una caja rectangular es a X b X ¢, con a <
b < c¢. Si aumenta a 0 b 0 ¢ en un numero positivo dado, el volumen de la
caja también aumenta. ;En cudl de los siguientes casos el volumen de la
caja es mayor?

(A) Si aumenta solo a.

(B)
(C) Si aumenta solo c.
(D) El aumento de volumen es la misma en (A), (B), (C).
(E) Depende de los valores de a, b, c.

Si aumenta solo b.

Sea x la constante positiva en que aumentan los lados, analicemos los
siguientes 3 casos:

m (a+x)-b-c=abc+ bex
ma-(b+ ) c=abc+ acx
ma-b-(c+x)=abc+ abx

Debemos comparar ahora los tres productos bcx, acx, abx, donde clara-
mente bcx es mayor, pues b y ¢ son los lados mas grandes. Luego el mayor
aumento se produce cuando aumenta a.

Problema 93. En un partido de fatbol, el ganador recibe 3 puntos, el per-
dedor recibe 0 puntos, mientras que en el caso de un empate, cada equipo
obtiene 1 punto. Cuatro equipos, A, B, C, D, participan en un torneo de
fatbol. Cada equipo juega tres partidos. Al final del torneo el equipo A
obtiene 7 puntos y los equipos B y C, 4 puntos cada uno. ;Cuantos puntos
obtuvo el equipo D?

Solucion

Observemos que:

= Como A tiene 7 puntos, necesariamente gané 2 y empato 1.

= Como B tiene 4 puntos, necesariamente gano 1, empatd 1 y perdié 1.
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= Como C' tiene 4 puntos, , necesariamente gand 1, empatd 1 y perdid
1.

Tenemos que en total A + B + C' ganaron 4 partidos, por lo que deben
haber 4 derrotas, como B y C perdieron cada uno 1 partido, entonces, D
perdio los otros 2 partidos. Ademas A, B, C juntos acumulan 3 empates,
asi que D debe haber empatado con alguno de ellos. De este modo D, de
los 3 partidos que jugo, perdio 2 y empaté 1, obteniendo 1 punto.

Problema 94. Los radios de dos circu-

los concéntricos estan en la razén 1 : 3. C
AC' es el diametro del circulo grande;

BC(C' es una cuerda del circulo grande que

es tangente al circulo mas pequeno; y la A

longitud de la cuerda AB es 12. Calcule

el radio del circulo grande.

Sea D el punto de tangencia de
la cuerda BC' con la circunferen-
cia pequena, por lo que el segmen-
to OD es perpendicular al segmen-
to BC. Ademas, el tridangulo ABC
es rectangulo en B pues estd inscri-
to en la semicircunferencia mayor,
con lo cual ODC ~ ABC' en razén
1 : 2, luego el radio de la circun-
ferencia menor es 6, por lo que el
radio la circunferencia mayor es 18.

Problema 95. ;Cudantas tripletas (a,b,c) de enteros con a > b > ¢ > 1
1 1

satisface que — + - + — > 17
a b c
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Como queremos que los sumandos sean lo mas grande posible, los de-
nominadores de cada fracciéon deben ser lo menor posible. Para a = 2 y
b = 3, se tiene que:

1 1 1 1 5
a5 27376
1 1
Por lo que - debe ser mayor que 5 de este modo - debe ser : 0 1
Finalmente las tripletas que cumplen la condicién son (2,3,4) y (2, 3,5).

Problema 96. a, b, c son niimeros no nulos, n es un ntimero entero positivo.
Se sabe que los niimeros (—2)%"13. g2n 2. p2n=l. Snt2 5y (_3)2nf2 . gintl,
b2 +5 . 374 tienen el mismo signo. ;Cudl de las siguientes alternativas es
siempre verdadera?

(A)a>0 (B)b>0 (C)e>0 (D) a <0 (E)b<0

Solucion

Observemos que 2n + 3 es impar, entonces (—2)?""3 es negativo, como
2n + 2 es par, entonces (—3)?"2 es positivo, luego a®**2 . p?n-1. 32 y
a2t L @3n—4 tienen signos distintos.

Del mismo modo 2n — 1 y 2n + 5 son impares, entonces b*" ! y p?"+>

2n+2 | 63n+2 y a4n+1 .

tienen el mismo signo, luego a c3"~4 deben tener signos

distintos.

Ademas, 3n+2 y 3n—4 son pares cuando n es par y son impares cuando

n es impar, entonces ¢>"*2 y ¢34 tienen el mismo signo para cualquier valor

de n, por lo que a®*2 y a*"*! deben tener signos distintos, asi es que a < 0.

Problema 97. Seis semanas son n! segundos. Calcule el valor de n.

Solucion
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La cantidad de segundos que hay en 6 semanas es:

6-7-24-60-60=6-7

—1.2.
2
2

Luego n = 10.

Problema 98. Los vértices de un cubo
se enumeran de 1 a 8 de manera que el
resultado de la suma de los cuatro vérti-
ces de una cara es la misma para todas las
caras. Los nameros 1, 4 y 6 ya se encuen-
tran establecidos en algunos vértices como

se muestra en la figura. ;Cual es el valor
de x7?

Como en un cubo un vértice es la interseccién de tres caras, cada nimero
ubicado en los vértices, participa en la suma de 3 caras distintas, es decir,
en la suma total de las seis caras cada numero aparecera 3 veces, por lo

que la suma sera:

I1+1+14+24+2424...48+8+8=3-(1+2+...+8) =108
: 108
Como se tienen 6 caras, cada cara suma - = 18.
X

De este modo, en la base del cubo el cuarto
vértice necesariamente es 7, ademas 4 +
7+ x4+ y = 18 pues son los vértices de
una cara, es decir x +y = 7, 1 y 6 no
pueden ser, pues ya estan en la base, 4 y
3 no pueden ser pues 4 ya esta en la base,
de modo que solo es posible 2 y 5.
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Ademas x no puede ser 5, de ser asi, en la cara trasera los 3 vértices ya
sumarian 18, de modo que = = 2.

L
Problema 99. La linea L pasa por D 1
el vértice A de un rectdngulo ABCD. \C
La distancia del punto C' a L es 2, y K%
la distancia del punto B a L es 6. Si .
AB es el doble de BC', encontrar AB. %,
A B

Solucion

Claramente:

AAFD ~ ABAG ~ ACFE D

Entonces la razén de semejan-
za entre ACFE ABAG es 1 :
3.Llamemos x a la medida del
segmento F'C', entonces AB =
vy DF =2z.
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2x x
7 7 N7 7 ™\ , 3 .
E Ademas, AD = 7% aplicando
2 el teorema de Pitagoras en el
D F 45 o\ C triangulo AF' D se determina que
5
AF = 7% Como AAFD ~
. ACFFE, se tiene que:
s‘~‘6 5
. 3z~ bz
. 2 2
« . .y, .
(6} ﬁx\ Resolv1end0110a ecuacion se tiene
A B que = = 3 por lo tanto
~ ~~ d AB = 10.

Problema 100. La funcién f(z) = ax+b satisface las igualdades f(f(f(1))) =
29y f(f(f(0))) =2.;Cudl es el valor de a?

Notemos que:

f(x)=azx+0b
fA)=a+b
ffM) =ala+b)+b=a*+ab+b
FUF(F() = ala® + ab+b) +b = a* + a®b + ab + b = 29
Ademas
f(x)=ax+b
f(0)="b
f(f(0)) =ab+b
FUf(F(0)) =alab+b) +b=a’b+ab+b=2

Como a?b+ab+b=2= a3+ a?b+ab+b=a>+ 2 =29. Finalmente
a’ =27 = a = 3.
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Problema 101. Hay 10 diferentes enteros positivos, exactamente 5 de ellos
son divisibles por 5 y exactamente 7 de ellos son divisibles por 7. Sea M el
mas grande de estos 10 ntimeros. /Cual es valor minimo posible de M?

Los primeros 7 multiplos de 7 son 7,14, 21,28, 35,42, 49, notemos que
el 35 es también un multiplo de 5, por lo tanto solo debemos agregar a la
lista 4 multiplos de 5 menores que 49, por ejemplo pueden ser 5, 10, 15, 20,
asi que 49 es el valor minimo de M.

S T R
Problema 102. PQRS es un rectangulo.
T es el punto medio RS. QT es perpendi-
cular a la diagonal PR. ;Cual es la razén
PQ : QR?
P Q

Solucion

s « T =z R

Se observa claramente que
O ATOR ~ AQOP en razéon
1:2.

S X T X R Al aplicar el teorema de
Pitagoras en los tridngulos

< Y OQR y OQP, obtenemos
O que:

2y 22 PG = V@t @p
P 97 Q QR = \y?+ (22)?
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Luego,

PQ  /(2y)2+(22)2  JAy?+422
R ATy | i

Ademas ATQR es rectangulo en R e y es la altura, aplicando el teorema
de Euclides, se tiene que y? = 2z2. De este modo:

PQ V4222 + 422 V1222 V3
QR V222 4 422 V622
Finalmente PQ : QR = /2 : 1

Problema 103. Hay 9 canguros, ellos son de color plata o de color oro.
Cuando 3 canguros se encuentran por casualidad, la probabilidad de que

. 2 .
ninguno de ellos sea color plata es 3 ., Cuantos canguros son de color oro?

Solucién

Sean C7,Cy,Chs,...,Cy los nueve canguros, entonces la cantidad total
de grupos de tres canguros sera

2
Donde = de estos grupos no tiene canguros color plata, es decir, — de 84,

56 grupos. por lo tanto debemos encontrar el nimero n de canguros color
oro, de manera tal, que al agruparlos de tres en tres formemos 56 grupos,
esto queda expresado como:

n!
S m_a) P
n-n—1)-n—-2)-(n—3) - (n—4)- I
6-(n—3) - (n—4)-...-1 =90
n (n—l)-(n—2):56
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Por lo tanto, la cantidad de canguros color oro es 8.

Problema 104. Un cuadrado se
ajusta perfectamente entre la linea
horizontal y dos circulos tangentes de

radio 1. ;Cuél es la longitud del lado
del cuadrado?

Sea 2x la medida del lado del cuadrado, como el radio de los circulos es

1 podemos establecer las siguientes medidas:

Utilizando el teorema de Pitagoras, se tie-

ne que:
1 -2z
1 (1—z)*+(1—-22)*=1
- l-2z+2°+1—4do+42°—1=0
- Fa® —6x+1=0
: ., " : 1
Resolviendo la ecuacién cuadratica obtenemos las soluciones xy = 5 y

xo = 1, pero x no puede ser 1, de ser asi, no existirian los circulos, luego

T = = Finalmente el lado del cuadrado mide r

Problema 105. Tomaéas quiere escribir varios nimeros enteros positivos
distintos, ninguno de ellos mayor a 100. Por otra parte el producto de todos
estos nimeros no debe ser divisible por 54. ; Cudl es el maximo niimero de
enteros que logra escribir?

Solucion

Se trata de eliminar del producto 1-2-3-...-99-100 la menor cantidad
de factores, tal que 54 no sea divisor del ntimero resultante.

Notemos que 54 = 3 -3 -3 - 2 por lo que en el producto de todos los
nimeros que escribamos puede tener el 3 como factor dos veces a lo mas,
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ya que con un tercer multiplo de tres y un nimero par, el niimero seria
divisible por 54, y como de 1 a 100 hay 33 multipos de 3, eliminamos 31
de ellos, dejando solo 2, los cuales no pueden ser multiplos de 9 ni de 27,
por ejemplo dejamos 3 y 15. De esta forma nos aseguramos de que nunca
3-3-3 sea un factor, y asi podemos dejar en el producto todos los nimero
pares que no son miultiplos de 3. Como de 1 a 100 hay 100 nimeros, y ya
quitamos 31, quedan 69 ntmeros enteros.

Finalmente el maximo ntmero de enteros que logra escribir es 69.

Problema 106. Dos poligonos regu-
lares de lado 1 tienen en comun el la-
do AB. Uno de ellos ABCD ... tiene
15 lados y el otro ABZY ... tiene n
lados. ;Qué valor de n hace que la
distancia C'Z sea igual a 17

Claramente el triangulo BC'Z debe ser equilatero de lado 1. Por otra
parte la medida de cada uno de los angulos interiores de un pdéligono de 15

180(15 — 2
¥ = 156, luego LZABC = 156°. Ademas sabemos que:

lad
ados es B

LABC + /ZCBZ + ZZBA = 360°
156° + 60° + £LZBA = 360°
LZBA = 144°

Por lo tanto el péligono de n lados cumple que:

180 - (n —2)
n

= 144

Resolviendo la ecuacién obtenemos que n = 10.



88

CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Problema 107. Las igualdades k = (2014 4+ m)= = 1024« + 1 son dadas
para enteros positivos k, m,n. ;Cuantos valores diferentes puede tomar la

cantidad m?

Claramente para que k sea entero 1024n = /1024 = /210 debe ser
entero, esto se cumple solo si, n = 2,n = 5 o n = 10. Analicemos estos tres

Casos:

1.Sin=2 =

2.51n=5—

3.591n=10 =

V2014 +m = V1024 + 1

V2014 +m = 33
2014 + m = 332
m = 1089 — 2014
m = —915

V2014 +m = /1024 + 1

V2014 +m =5
2014 +m = 5°
m = 3125 — 2014
m = 1111

V2014 +m = V1024 + 1
V2014 +m =3

2014 + m = 3"
m = 59049 — 2014
m = 57035

Como m es un entero positivo concluimos que solo puede tomar 2 valores
distintos, m; = 1111 y mo = 57035.



Problema 108. El diagrama muestra una
poligonal cuyos vértices son los puntos me-
dios de las aristas de un cubo. Un &angulo
interior de la poligonal estd definido de la
forma habitual: el angulo entre los dos bor-
des se encuentran en un vértice. ;Cuadl es la
suma de todos los angulos interiores de la
poligonal?

89

G
o /\\ Notemos que:
N R « AB = BC = CA = AABC es
‘\ S equildtero = ZABC = 60°.
EN H
B s » GH = HI = IG = AGHI es
\ S 5 equildtero = ZGHI = 60°.
\
oo « EF = FG = GE — AEFG cs
C === equilatero — ZEFG = 60°.
A
Ademas

AB = AL = NABL es isésceles.

BC =CD = ABCD es isbsceles.

m DE = FEF = ADFEF es isosceles.

LK = KJ = ALKJ es isésceles.

EFF = FG = AEFd es isosceles.

KJ=Jl = ANKJI es isOsceles.

Ademas, estos 6 tiangulos nombrados anteriormente son congruentes.
Sea 2a el lado del cubo. Entonces ABZA y AAY L son rectangulos isdsce-

les, de modo que BA = AL = v/2a.
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B
Ademas AZY L es rectangulo de ca-
tetos 2a y a, por lo que su hipotenusa
ZL = v/5a. Observemos también que
S A ABZL es rectangulo de catetos a y
i UL v/5a, luego su hipotenusa BL = v/6a.
7 A Y

El tridngulo BAL es isésce-
les, es facil notar que la al-
tura marcada en la figura es

av/2

lo BAL esta compuesto por
dos triangulos, cuyos angulos
son 30°,60° y 90°. Por lo tan-
to a = 60°.

, por lo que el tridngu-

Por 1ltimo concluimos que:

/BAL =/BCD =/FFED = /FGH = /JKL == /JIH = /ZFGH = 120°

Finalmente la suma de los angulos interiores del poligono es 120 - 6 +
60 - 6 = 1080°.

Problema 109. La funcién f : Z — Z satisface las condiciones f(4) = 6

va-f(z)=(x—3)-f(x+1). {Cudl es el valor de f(4)- f(7)- f(10)-...-
£(2011) - £(2014)?

Notemos que

v f@)= (0= 3) fla+1) = flr) = T

Ademas f(4

- flz+1).
6 =2 -3, luego:

= f(4) =

):
L IG) = f(5) = f(4) 4=2-34
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L F(5) =2 J(6) = f(6)=f(5) 2 =23-4-2 =345
FFO) =2 (1) = f(T) = [(6) 5 =845 =456
C f(1)= 2 F(8) = f§) = f(1) T =456 T =567
C F(§)= 2 F0) = fO)=f(8) 2 =567 > =678
¢ f(9)= ¢ f10) = F(10)= f(9) - =678 =7-8-9
n f(2013)=%-f@()lll):>f(2014):2011-2012-2013

De este modo:

FA) - F(T) - F10) - ...« F(2011) - £(2014) =2-3-4-...-2013 = 2013!

Problema 110. En los bosques de una isla magica viven tres tipos de
animales: leones, lobos y cabras. Los lobos pueden comer cabras, y los
leones pueden comer lobos o cabras. Sin embargo, siendo esta una isla
magica, si un lobo se come una cabra, se convierte en leén. Si un leén
se come una cabra, se convierte en lobo. Si un leén se come un lobo, se
convierte en una cabra. Originalmente, habia 17 cabras, 55 lobos y 6 leones
en la isla. En algin momento quedara un cierto nimero de animales que
no podra comerse entre ellos. jCudl es el mayor nimero de animales que
puede quedar en la isla?

Solucion

Observemos que después de un tiempo, solo sobrevivira uno de los tres
tipo de animales, claramente sobreviviran los leones cuyo nimero debemos
maximizar. En una primera iteracién nos damos cuenta que el ntimero
maximo de leones debe ser 23, ya que la inica manera de que los otros
animales se transformen en leones, es que los lobos se coman la totalidad
de las cabras, es decir, 17 lobos se comen 17 cabras obteniendo 23 leones
y 38 lobos. Luego existen muchas formas de mantener la cantidad maxima
de 23 leones, siendo la més evidente la de iterar de la siguiente manera:
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Leon | Lobo | Cabra
23 38 0
22 37 1
23 36 0
22 35 1
23 34 0
23
23 1 1
23




